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PREFACE 


'ANALYSE qu’on explique dans 
cct Ouvrage , fuppofe la com- 
mune i mais elle en eft fort diffé- 
rence. L’Analyfe ordinaire ne 
traite que des grandeurs finies : celle-ci pé- 
nétré jufque dans l’infini même. Elle compare 
les différences infiniment petites des gran- 
deurs finies ; elle découvre les rapports de ces 
différences :• & par là elle fait connoître ceux 
des grandeurs finies , qui comparées avec ces 
infiniment petits font comme autant d’infi- 
nis. On peut même dire que cette Analyfc 
s’étend au-delà de l’infini : car elle ne fe borne 
pas aux différences infiniment petites > mais 
elle découvre les rapports des différences de 
ces différences , ceux encore des différences 
troifiémes , quatrièmes , & ainfi de fuite , fans 
trouver jamais de terme qui la puiffe arrêter. 
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De forte qu’elle nembrafle pas feulement 
l’infini j mais l’infini de l'infini, ou une infi- 
nité d’infinis. 

Une Analyfc de cette nature pouvoit feule 
nous conduire jufqu’aux véritables principes 
des lignes courbes. Car les courbes n’étant 
que des polygones d’une infinité de côtés , 8>C 
ne différant cntr’elles que par la différence 
des angles que ces côtés infiniment petits font 
«ntr’eux 5 il n’appartient qu a l’Analyfe des 
infiniment petits de déterminer la pofition de 
ces côtés pour avoir la courbure qu’ils for- 
ment , c’crt-à-dire les tangentes de ces cour- 
bes , leurs perpendiculaires, leurs points d’in- 
fléxion ou de rebrouffement, les rayons qui 
s’y réfléchi (fent , ceux qui s’y rompent , &c. 

Les polygones inferits ou circonfcrits aux 
courbes , qui par la multiplication infinie de 
leurs côtes, fc confondent enfin avec elles, 
ont été pris de tout temps pour les courbes 
mêmes. Mais on en étoit demeuré là : ce n’cfl: 
que depuis la découverte de l’Analyfe dont il 
s’agit ici , que l’on a bien fenti l’étendue & la 
fécondité de cette idée. 

Ce que nous avons des Anciens fur ces 
matières , principalement d ' Archimeâe , cfl: 
apurement digne, d’admiration. Mais outre 
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qu’ils n’ont touche qu’à fort peu de courbes, 
qu’ils n’y ont même touche que légèrement j 
ce ne font prcfque par tout que proportions 
particulières ô£ fans ordre , qui ne font aper- 
cevoir aucune méthode régulière &c fuivie. 

Ce n’eft pas cependant qu’on leur en puifle *a rchimtiisde 
faire un reproche légitime: ils ont eu bcloin üne,, /P ,rMu > 
d’une extrême force de génie* pour percer Us tcr 1Ht 
à travers tant d’oblcurités , ôc pour entrer |cs 


premiers dans des pais entièrement inconnus. 
S’ils n’ont pas été loin, s’ils ont marché par 
de longs circuirs ; du moins, quoi qu’en dife 
t Fiettc , ils ne fe font point égarés : &C plus 
les chemins qu’ils ont tenus étoient difficiles 
& épineux , plus ils font admirables de ne s’y 
ctre pas perdus. En un mot il ne paroît pas 
que les Anciens en ayent pû faire davantage 
pour leur temps : ils ont fait ce que nos bons 
cfprits auroient fait en leur place ; Sc s’ils 
étoient à la nôtre , il eft à croire qu'ils au- 
roient les memes vûes que nous. Tour cela 
cft une fuite de l’égalité naturelle des efprits 
&C de la lucccffion ncccffairc des découvertes. 

Ainfi il n’elt pas furprenant que les An- 
ciens n’ayent pas écé plus loin ; mais on ne 
fçauroit ailes s’étonner que de grands hom- 
mes, &C fans doute d’aufll grands hommes 
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que les Anciens, en Ibicnt fi long- temps de- 
meures la i &C que par une admiration prefque 
fuperftiticufe pour leurs ouvrages, ils le foicnt 
contentés de les lire S>c de les commenter, fans 
fc permettre d’autre ufage de leurs lumières , 
que ce qu’il en falloir pour les fiiivrc ; fans ofer 
commettre le crime de penfer quelquefois 
par eux-mêmes , & de porter leur vue au delà 
de ce que les Anciens avoient découvert. De 
cette manière bien des gens travailloient, ils 
écrivoient , les Livres le multiplioient , & c 
cependant rien n’avançoit : tous les travaux 
de plufieurs fiecles n’ont abouti qu’à remplir 
le monde de refpe&ucux commentaires &c de 
tradu&ions répétées d’originaux fouvont affés 
méprifablcs. 

Tel fut l’état des Mathématiques , &C fur 
tout de la Philolophie, jufqu’à M. De/cartes. 
Ce grand homme pouffé par fon génie par 
la fupériorité qu’il fe lentoit , quitta les An- 
ciens pour ne fuivre que cette même rai fon 
que les Anciens avoient fuivie ; cette heu- 
reufe hardieffe,qui fut traitée de révolte, nous 
valut une infinité de vues nouvelles & utiles 
fur la Phyfiquc & fur la Géométrie. Alors on 
ouvrit les yeux, ôc l’on s’avifa de penler. 

Pour ne parler que des Mathématiques , 
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dont il eft feulement ici queftion, M. Defcartes 
commença où les Anciens avoient fini , 6c 
il débuta par la lolution d’un Problème où 
Pappus dit * qu’ils étoient tous demeures. On * c*Uca. 
fçait jufqu’où il a porté l’Analyfe 6c la Géo- 
metrie, 6>C combien l’alliage qu’il en a fait, >"<"»• 
rend facile la folution d’une infinité de Pro- 
blèmes qui paroifloient impénétrables avant 
lui. Mais comme il s’appliquoit principale- 
ment à la réfolution des égalités , il ne fit d’at- 
tention aux courbes qu autant qu’elles lui pou- 
voient fervir à en trouver les racines : de forte 
que l’Analyfe ordinaire lui fuffifant pour cela, 
il ne s’avifa point d’en chercher d'autre. 11 
n’a pourtant pas laide de s'en fervir heureufe- 
ment dans la recherche des tangentes ; &c la 
Méthode qu’il découvrit pour cela , lui parut 
fi belle , qu’il ne fit point de difficulté de dire , 

*quc ce Problème etoit le pins utile & le plus * Gromcr. 
général , non feulement qudfçut, mais même Liv ‘ *' 
qutl eut jamais âefirè de fça’voir en G cornet* te. 

Comme la Géométrie dcM. Defcartes avoit 
mis la conftrudion des Problèmes par la réfo- 
lution des égalités fort à la mode , 6c qu’elle 
avoit donné de grandes ouvertures pour cela ; 
la plupart des Géomètres s’y appliquèrent , ils 
y firent auffi de nouvelles découvertes , qui 
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viij P R E F A CE. 

s’augmentent &C fe perfectionnent encore tous 
les jours. 

Pour M. Pafcbal } il tourna fes vues de tout 
un autre côré : iî examina les courbes en elles- 
mêmes , &C fous la forme de polygone ; il re- 
chercha les longueurs de quelques-unes, l’es- 
pace qu’elles renferment , le lolide que ces 
c!paces décrivent , les centres de gravité des 
unes &C des autres, &c. Et par la confidcra- 
tion feule de leurs éiémens , c’cft-à-dire des 
infiniment petits , il découvrit des Méthodes 
générales &C d’autant plus furprenantes , qu'il 
ne paroît y être arrivé qu’à force de tête ôc 
fans analyfe. 

Peu de temps après la publication de la 
Méthode de M. Dejcartes pour les tangentes, 
M. de Fermât en trouva aufiï une, que M. 

* Lett. 7« • Dejcartes a enfin avoué * lui-même être plus 
fimplc en bien des rencontres que la fienne. 
Il elt pourtant vrai quelle n ctoit pas encore 
aufli fimple que M. Barrow l’a rendue depuis 
en confidérant de plus près la nature des poly- 
gones, qui préfentc naturellement à l’efprit un 
petit triangle fait d’une particule de courbe , 
comprife entre deux appliquées infiniment 
proches , de la différence de ces deux appli- 
quées , 6 C de celle des coupées correfpondan- 

tes; 
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PREFACE. ix 

tes ) & ce triangle cft fcmblablc à celui qui 
fe doit former de la tangente , de l’appliquée , 

&, de la fbutangente : de forte que par une 
fimple Analogie cette derniere Méthode épar- 
‘gne tout le calcul que demande celle de M. 
Départes , & que cette Méthode , elle- même, 
demandoit auparavant. 

M.Barrow* n’en demeura pas là, il inventa 
auffi une elpece de calcul propre à cette Mé- met ' f ' ° 
thode ; mais il lui falloit, auflî-bien que dans 
celle de M. Départes , ôter les fraélions , Sc 
faire évanouir tous les figues radicaux pour 
s’en fèrvir. 

Au défaut de ce calcul efl furvenu celui du 
célébré *M. Leibnis ,■ &c ce fçavant Géomè- 
tre a commencé où M. Barrow &C les autres 
avoient fini. Son calcul l’a mené dans des pais P ■ 4«7 ■ 
jufqu’ici inconnus ; & il y a fait des décou- 
vertes qui font l'étonnement des plus habiles 
Mathématiciens de l’Europe. M ,s Bernoulli 
ont été les premiers qui fe font aperçus de la 
beauté de ce calcul : ils l’ont porté à un point 
qui les a mis en état de furmonter des diffi- 
cultés qu’on n’auroit jamais ofé tenter aupa- 
ravant. 

L'étendue de ce calcul efl immenfe : il con- 
vient auxeourbes mécaniques, comme aux 
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géométriques ; les lignes radicaux lui font in- 
differens } &C même fouvent commodes j il 
s’étend à tant d’indéterminées qu’on voudra ; 
la comparaifon des infiniment petits de tous 
les genres lui eft également facile. Et de là 
naiffent une infinité de découvertes furpre- 
nantes par rapport aux tangentes tant cour- 
bes que droites , aux queftions De maximit 
& mtnimU , aux points d’infléxion Sc de re- 
brouffement des courbes, aux dévelopées, aux 
cauftiqucs par réfléxionoupar refra&ion,&:c. 
comme on le verra dans cet Ouvrage. 

Je le divife en dix Sc&ions. La première 
contient les principes du calcul des différen- 
ces. La fécondé fait voir de quelle manière 
l’on s’en doit fervir pour trouver les tangen- 
tes de toutes fortes de courbes , quelque nom- 
bre d’indéterminées qu’il y ait dans l’équation 
qui les exprime , quoique M. Craige * n’ait 
pas crû qu’il pût s’étendre julqu’aux courbes 
mécaniques ou tranfeendantes. La troifiéme, 
comment il fert à réfoudre toutes les queftions 
De maximis & minimis, La quatrième, com- 
ment il donne les points d’infléxion & de re- 
broufTement des courbes. La cinquième en 
découvre l’ufage pour trouver les dévelopées 
de M. Hugensj dans toutes fortes de courbes. 


Digitized by Google 


PREFACE. xj 

La fixicme & la (èptiémc font voir comment 
il donne les cauftiqucs ,tant par réflexion que 
par réfraction , donc l’illuftre M. Efehirnhaw 
eft l’inventeur , & pour toutes forces de cour- 
bes encore. La huitième en fait voir encore 
l’ufagc pour trouver les points des lignes cour- 
bes qui touchent une infinité de lignes don- 
nées de pofition, droites ou courbes. La neu- 
vième contient la folution de quelques Pro- 
blèmes qui dépendent des découvertes précé- 
dentes. Et la dixiéme confilte dans une nou- 
velle manière de fe fervir du calcul des diffé- 
rences pour les courbes géométriques : d’où, 
l’on déduit la Méthode de M rs Defcartes 
Httdde , laquelle ne convient qu’à ces fortes^ 
de courbes. 

Il eft à remarquer que dans les SeCtions 
3 , 4 , j , 6 y 7, 8 , il n’y a que très peu de pro- 
pofitions i mais elles font toutes générales , Ô£ 
comme autant de Méthodes dont il eft aifé 
de faire l’application à tant de propofitions 
particulières qu’on voudra : je la fais feule- 
ment fur quelques éxemples choifis , perfuadé 
qu’en fait de Mathématique il n’y a à profiter 
que dans les Méthodes , & que les Livres qui 
ne confident qu’en détail ou en propofitions 
particulières * ne font bons qu’à faire perdre 

bij 
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du temps à ceux qui les font , &C à ceux qui 
les lifent. Aulîi n’ai-je ajoûté les Problèmes 
de la Se&ion neuvième, que pareequ’ils paf- 
fent pour curieux , &c qu’ils font très univer- 
fels. Dans la dixiéme Seétion ce ne font en- 
core que des Méthodes que le calcul des dif- 
férences donne à la manière de M rs De/cartes 
&C Httdde i &; li elles lont lî limitées , on voit 
par toutes les précédentes que ce n’elt pas un 
défaut de ce calcul, mais de la Méthode Car- 
télîcnne à laquelle on l’alfujettit. Au contraire 
rien ne prouve mieux l’ufâgc immenfe de ce 
calcul , que toute cette variété de Méthodes > 
èc pour peu d’attention qu’on y falfe , l’on 
verra qu’il tire tout ce qu’on peut tirer de 
celle de M rs Defcartes &C Hudde , &c que la 
preuve univerfelle qu’il donne de l’ufage 
qu’on y fait des progrclfions arithmétiques , 
ne laiffc plus rien à louhaiter pour l’infailli- 
bilité de cette derniere Méthode. 

î'avois delfein d’y ajoûter encore une 
Seétion pour faire lentir aulïi le merveilleux 
ufage de ce calcul dans la Phyfique, jufqu’à 
quel point de précilion il la peut porter , 6c 
combien les Mécaniques en peuvent retirer 
d’utilité. Mais une maladie m’en a empêché ; 
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Le public n’y perdra pourtant rien , &c il 
l’aura quelque jour même avec ufure. 

Dans tout cela il n’y a encore que la pre- 
mière partie dy calcul de M. Letbnis, laquelle 
confifte à defeendre des grandeurs entières à 
leurs différences infini ment petites, & à com- 
parer entr’eux ces infiniment petits de quel- 
que genre qu’ils foient : c’eft ce qu’on appelle 
Calcul différentiel. Pour l’autre partie , qu’on 
appelle Calcul intégral, &C qui confifte à re- 
monter de ces infiniment petits aux gran- 
deurs ou aux touts dont ils font les différen- 
ces , c’eft-à-dire à en trouver les fommes, 
j’avois auffi deffein de le donner. Mais M. 
Letbnis m’ayant écrit qu’il y travailloic dans 
un Traité qu’il intitule De Scienttâ infniti , 
je n’ai eu garde de priver le public d’un fi bel 
Ouvrage qui doit renfermer tout ce qu’il y a 
de plus curieux pour la Méthode inverfe des 
tangentes , pour les rectifications des courbes, 
pour la quadrature des efpaces qu’elles ren- 
ferment , pour celles des furfaces des corps 
quelles décrivent , pour la dimenfion de ces 
corps , pour la découverte des centres de gra- 
vité, ècc. Je ne rends même ceci public, que 
pareequ’il m’en a prié par fes Lettres , & que 
je le crois néceffaire pour préparer les efprits 
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à comprendre tout ce qu’on pourra découvrir 
dans la fuite fur ces matières. 

Au refte je reconnois devoir beaucoup aux 
lumières de M rs Bernoulli , fur tout à celles du 
jeune prefentement Profeffcur à Groninguc. 
Je me fuis fervi fans façon de leurs découver- 
tes & de celles de M. Leibnis. C’cft pourquoi 
je conlèns qû’ils en revendiquent tout ce qu’il 
leur plaira , me contentant de ce qu'ils vou- 
dront bien me laiilcr. 

• C’cft encore une juftice dûe au fçavant M. 

* J>ur«d Neunton, &C que M. Leibnis lui a renduë*lui- 
même : Qu’il avoir aufti trouve quelque choie 
de fcmblable au calcul différentiel , comme il 
paroît par l’excellent Livre intitulé Phtlofo- 
phim naturalis principia ALathematica , qu’il 
nous donna en 1687, lequel eft prcfque tout 
de ce calcul. Mais la Cara&ériftique de M. 
Leibnis rend le lien beaucoup plus facile &C 
plus expeditif * outre quelle eft d’un feeours 
merveilleux en bien des rencontres. 

Comme l’on imprimoit la dernierc feüille 
de ce T raité , le Livre de M. Nieuwentiit m’eft 
tombe entre les mains. Son titre , Analyfis 
inf,niiorum , m’a donné la curiofitede le par- 
courir : mais j’ai trouve qu’il étoit fort diffé- 
rent de celui-ci > car outre que cet Auteur 
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ne le Jfcrt point de la Caraéteriftiquc de M. 

Letbnis , il rejette abfolumcnt les différences 
fécondés , troifiémes , &c. Comme j’ai bâti la 
meilleure partie de cet Ouvrage fur ce fonde- 
ment , je me croirois oblige de répondre à fes 
obje&ions , & de faire voir combien elles font 
peu folides , fi M. Lcibnis n’y avoit déjà plei- 
nement làtisfait dans les AÂes*deLcypûck. *AStaEmi 
D’ailleurs les deux demandes ou fuppofitions ^ 
que j’ai faites au commencement de ce Trai- 
té, &c fur lcfqucllcs feules il eft appuyé , me 
paroilfent fi évidentes , que je ne crois pas 
quelles puilTent lailfer aucun doute dans 
l’efprit des Leéteurs attentifs. Je les aurois 
même pu démontrer facilement à la manière 
des Anciens , fi je ne me fulfe propofe d’etre 
court fur les choies qui font déjà connues , &C 
de m’attacher principalement à celles qui font 
nouvelles. 
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ANALYSE 

DES 

INFINIMENT PETITS* 

- Premiers Partie. 

DU CALCUL DES DIFFERENCES. 


Section première. 

Où l’on donne les réglés de ce Calcul. 

Définition I. 

V appelle quantités variables celles qui 
augmentent ou diminuent continuelle- 
ment 5 & au contraire quantités confiantes 
.elles qui demeurent les memes pendant 
que les autres changent. Ainfi dans une 
parabole les appliquées & les coupées font 
des quantités variables, au lieu que le paramétré eft une 
quantité confiante. 
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Analyse 
De' finition II. 

La portion infiniment petite dont une quantité variable 
augmente ou diminue continuellement, en eftappellce la 
Fig. i. Différence. Soit par exemple une ligne courbe quelconque 
A MB, qui ait pour axe ou diamètre la ligne AC, fiipour 
une de fes appliquées la droite PM\ 8c fait une autre ap- 
pliquée p m infiniment proche de la première. Celapolé, 
fi l’on mène MR parallèle à AC } les cordes AM , Ami 
fie qu’on décrive du centre^, de l’intervalle^ M le petit 
arc de cercle MS: Pp fera la différence de AP , Rm celle 
de PM, Sm celle de AM , fie Mm celle de l’arc AM. De 
même le petit triangle MAm qui a pour bafe l’arc Mm, 
fera la différence du fegment A W ; Sc le petit efpacc MPpm, 
celle de l’efpace compris par les droites AP, PM, & par 
l’arc AM- 

CoROLLAI RE. 

I* I l eft évident que la différence d’une quantité confian- 
te cfl nulle ou zéro : ou ( ce qui eft la même chofe ) que les 
quantités confiantes n’ont point de différence. 

Avertissement. 

On fe f cm ira dans la fuite de la note ou caraFleriJUque d 
pour marquer la différence d’une quantité variable que l’on ex- 
prime par une feule lettre i&pour éviter la confuft on, cette note d 
n'aura point d'autre uftge dans la fuite de ce calcul. Si Ion nom- 
me par exemple les variables AP, X; PM, y* AM,Z; tare 
A M , u ; l' efpacc mi xti ligne A P M , s ( & le fegment A M , t : d x 
exprimera la valeur de Pp ,dy celle de Rm, àzcelledeSm , du 
celle du petit arc Mm , ds celle du petit efpace MPpm, £? dt 
celle du petit triangle mixtiligne MAm. 

I. Demande ou Supposition. 

1.0 n demande qu'on puiflê prendre indifféremment 
l'une pour l'autre deux quantités qui ne différent entr’elles 
que d’une quantité infiniment petite : ou (ce qui eft U même 


« 


Digitized by Google 


des Infiniment Petits. /. Part. 3 
chofe) qu’une quantité qui n’eft augmentée ou diminuée 
que d’une autre quantité infiniment moindre qu’elle, puiC. 
fe être confiJéree comme demeurant la même. On de- 
mande par éxemplc qu’on puifie prendre ^ 4p pour si P, 
fm pour PM y l'efpace Apm pour l’efpace APMy le petit 
efpace MPpm pour le petit redangle AiPpR , le petit fe- 
âeur AMm pour le petit triangle AMS , l’angle pA m 
pour l’angle P AM , &c. 

II. Demande ou Supposition. 

}. On demande qu’une ligne courbe puifiè être confi- 
dérée comme l’aflèmblage d’une infinité de lignes droites, 
chacune infiniment petite: ou ( ce qui efi: la même chofe) 
comme un poligône d’un nombre infini de côtés, chacun 
infiniment petit, lefquelsdéterminentpar les angles qu’ils 
font entr’cux , la courbure de la ligne. On demande par 
éxemple que la portion de courbe Mm & l’arc de cercle 
MS puifïênt être confidérés comme des lignes droites à 
caufe de leur infinie petiteflè , en forte que le petit triangle 
mSM puiflè être cenfé rediligne. 

Avertissement. 

On fuppofc ordinairement dans la fuite que les dcmiere s lettres 
de r alphabet, z, y, x, dre. marquent des quantités variables > 
d'au contraire que les premières a, b, c, dre- marquent des quan- 
tités confiantes : de forte que x devenant x -h dx ; y, z, dre. 
deviennent y •+■ d y, z d z, dre. * Eta, b, c, dre. demeurent * Art. 1 . 
les memes a , b , c , <^rr. 

Proposition I. 

Problème. 

4* Prendre /<* différence de plufieurs quantités ajoutées 
enfemble , ou fouftraites les unes des autres. 

Soit* x or y — ^_dont il faut prendre la différence. 

Si l’on fuppofe quexfbit augmentée d’une portion infini- 
ment petite i c’efl: à dire qu'elle devienne x •+■ dx ; y de- 

Aij 
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viendra alors^ 4-dy ; & 2 ^ ^ ■+■ dz^, pour la confiante ,*,*elle 
demeurera la même a : de forte que la quantité propo- 
fee an- x -hjf — 5 deviendra a ■+• x- 4- d x-*-y-*-dy — • ^ 
— d & fa différence, que l’on trouvera en la retranchant 
de cette dernierc , fera dx a-dy — d ^ Il en eft ainfi des 
autres j ce qui donne cette réglé. 

•Réglé I. 

Four les quantités ajoutées, ou fouflraites. 

On prendra la différence de chaque terme de la quan- 
tité propofée , Sc retenant les mêmes lignes , on en com- 
poferaune autre quantité qui fera la différence cherchée. 

Proposition II. 

Problème. 

J» PuîNDRE la différence d'un produit fait de plu fleurs 
quantités multipliées les unes par les autres. 

i°. La différence de xy cW. ydx -+- xdy. Car y devient 
y s- dy lors que x devient x a- dxi 5c partant x y de- 
vient alors xy ■+■ ydx xdy -+- dxdy, qui eft le pro- 
duit de x * 4 - dx par y -*• dy, 5c la différence fera ydx 
•+• xdy -+- dxdy , c’eftà dire*y<f.x-c xdy: puilque<fv<fy 
eft une quantité infiniment petite par rapport aux autres 
termes^*/* , 5c xdy i car fi l’on Ji vile par exemple ydx 
5c dxdy par dx , on trouve d'une parc y. Si de l’autre 
dy qui en eft la différence, 5c par confequent i: finiraient 
moindre 'qu’elle. D’où il fuit que la différence du pro- 
duit de deux quantités eft égale au produit de la diffé- 
rence de la première de ces quantités par la féconde,, 
plus au produit de la différence de la féconde par la pre- 
mière. 

z°. La différence de xy^ edyçdx -+- xz^dy -+■ xydç. 
Car en confidérant le produit xy comme une (culc quanti- 
té, il faudra, comme l’on vient de prouver, prendre le pro- 
duit de fa différence^.* xdy par la féconde ( ce qui 
donne_y^y.x -t -xsffy) plus le produit de la différence d^ 
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de la fécondé s^par la première xy ( ce qui donne xydç) 5 
& partant la différence de xy\ fera yx.dx xx^dy 

■+■ x ydx<. 

y. La différence de xyx.u eft uyzjlx ■+• uxtffy 
•+• uxydz , _-+- xyzju. Ce qui fe prouve comme dans le 
cas précédent en regardant le produit xyx^ comme une 
feule quantité 11 en eft ainfî des autres â l'infini , d’oùl’on 
forme cette régie. 

Réglé II. 

Pour Us quantités multipliées. 

La différence du produit de plufieurs quantités multi- 
pliées les unes par les autres, eft égalé â la fomme des pro- 
duits de la différence de chacune de ces quantités par le 
produit des autres. 

Ainfi la différence de ax eft x o - 4 - adx, c’cft à dire 
ad x. Celle de a X X f—y eft b dx — ydx — ady 
— xdy. 

Proposition III. 

Problème. 

6- Pondue la différence d'une fraBion quelconque. 

La différence de y eft y - ~ - d 1 . Car fuppofânt f- — s;, 
on aura x = y Ce comme ces deux quantités varia- 
bles x 8c y doivent toujours être égales entr’elles, foie 
qu’elles augmentent ou diminuent, il s’enfuit que leur 
différence, c’eft à dire leurs accroiflemcns ou diminutions 
feront aufîi égales encr’ellesj & partant * on aura dx*Art.j. 

—yd^ xjy , &d^— jt *-=^ — l±if--*aLy en mettant 
pour x. fa valeur f . Ce qu’il falloit , &c. d’où l'on forme 
cette réglé. 

Réglé III. 

Pour les quantités divifees , ou pour les fraBions. 

La différence d’une fraction quelconque eft égale an 

A iij 
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produit de la différence du numérateur par le dénomina- 
teur, moins Je produit de la différence du dénominateur 
parle numérateur : le tout divifé par le quarré du dé- 
nominateur. 

Ainfi la différence de fera , celle de fera 

4 d x 

44 -K laa •*+ xx * 

Proposition IV. 

Problème. 

7- Pr.endr.e4* différence d’une puiffdnce quelconque par- 
faite ou imparfaite dune quantité variable. 

Il eft néceffaire afin de donner une régie générale qui 
ferve pour les puiflances parfaites & imparfaites, d’expli- 
quer l’analogie qui fe rencontre entre leurs expofans. 

Si l’onpropofe une progreffion géométrique dont le pre- 
mier terme foit l'unité , & le fécond une quantité quel- 
conque x, Si qu’on difpofè par ordre fous chaque terme 
fon expofant, il eft clair que ces expofans formeront une 
progreffion arithmétique. 

Prog. geom. x, x, xx, x *, x 4 , x', x*, x 7 , &c. 

Prog. arith. 0,1, 2,3,4, /> 6 -> 7> & c - 

Et fi l’on continue la progreffion géométrique au def- 
fôus de l’unité, & l'arithmetique au deflous de zéro , les 
termes de celle- ci feront les expofans de ceux aufquels 
ils répondent dans l’autre. Ainfi — x eft l’expofant de 

— 2 celui de^j-, Sec. 

Prog. geom. x,x, ? » â » &c * 

Prog arith. x, o,— a,— 3,— 4,Scc. 

Mais fi l’on introduit quelque nouveau terme dans la 
progreffion géométrique, il faudra pour avoir fon expo- 
fant, en introduire un fcmblable dans l’arithmetique. 

Ainfi Vx aura pour expofant 7 .• ^x, j: Vx 4 , 7 .* ffp t 
— 7.’& c de ^«e «** expref 


Digitized by Google 



des Infiniment Petits./. Part . 7 

fions Vx 8c «S j/x & *T, ÿx' & Je», — s Scc. ne 

fignifient que la même choie. 

Prog. gcom. j, Vx, x. 1, y/x, i/xx, x. z, ÿx, IJxx, 'Vx', V x *i *• 
Prog. arith. 0,7, z. o, j-, j-, z. o, j , j, j% / * 

P ro S- S com - *, ÿx> , xx • x, Vx*, V*' » **'*'» y * T » *** 

Prog. arith. — 2.— 7,— 2.— /,— f,— 4. 

Oùl’on voicque de même que Vx eft moyenne géomé- 
trique entre 1 Sc x, de même aulfiC- eft moyenne arith- 
métique entre leurs expofans zéro & z 8c de même que 
Vx eu la première des deux moyennes géométriquement 
proportionnelles entre j Sc x, de même auifi 7 cil la pre- 
mière des deux moyennes arithmétiquement proportion- 
nelles entre leurs expofans zéro 8c / : St il en eft ainfi des 
autres. Or il fuit de la nature de ces deux progrdlîons. 

i». Que la fomme des expolànsde deux termes quel- 
conques de la progrclfion géométrique fera l’expofant du 
terme qui en eft le produit. Ainfi x** ’ où x 7 eft lepro- 

11 y X 

duit de x' par**, & x 1 T où eft le produit de x* 
parx*,&* * *oùx ^ eft le produit de x 5 par 

1 1 1 -fc- i- x ± 

xi, 8 cc. De même x f ' où* J eft le produit de x~* 

par lui-même, c'eft à dire fon quarré , & je"' 1 '*' 1 ” 1 où 
x f eft le produit de x 1 par x 1 par x\ c’eft â dire fon cube, 

I I I 1^ 4 

&ix i T i » où x i eft la quatrième puilfance 

_ I 

de x ' , & il en eft ainfi des autres puiflances. D’où il 
eft évident que le double , le triple , Scc. de l’expofanr d’un 
terme quelconque de la progrclîion géométrique eft l’ex- 
pofant du quarré, du cube, Scc. de ce terme j Sc partant 
que la moitié, le tiers , Scc. de l’cxpofant d’un terme quel- 
conque de la progreflion géométrique fera l’expofant de 
la racine quarrée, cubique, Scc. de ce terme. 

i°. Que la différence des expofans de deux termes quel- 
conques de la progreffion géométrique fera l’expofant d# 
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quotient de la divifion de ces termes. Ainfi 7 

=xf fera l’expofant du quotient de la divifion de 

A A A A 2 , 

*‘par ’ *=x 11 fera l’expofàntdu quo- 

, — A A ‘ 

tient de la divifion de x * par x+- f où l’on voit que c’eft 

la même chofe de multiplier x ' par x * que de di- 

vifer x T par x ♦. Il en eft ainfi des autres. Ceci bien 

entendu, il peut arriver deux différons cas. 

Premier cas , lorfque la puiflànce eft parfaite, c’eft à dire 
lorfque (on expofanc eft un nombre entier. La différence 
de xx eft 2 xdx , de x* eft jxxdx , de x' eft ^.x'dx , &c. Car 
le quarré de x n’étant autre chofe que le produit de x par 
j, fa différence *fera xdx-*- xdx , c’eftàdire zxdx. De mê- 
me le cube de x n’étant autre ebolé que le produit de x 
par * par*, fa différence * feraxWx xxdx-r xxdx, c’eft 

idire jxx<fx»&comme il en eftainfides autres puiflànces 
à l’infini, il s’enfuie que fi l'on fuppofé que m marque un 
nombre entier tel que l’on voudra, la différence de x""fera 
mx m ~ dx. 

Sil’expo/ant eft négatif, on trouvera que la différence 
de x - " ou de ~ fera ~ mx = — mx~ m ~'dx. 

M x z ' ,, 


Second cas, lorfque la puiflànce eft imparfaite, c’eft à 
dire lorfque fon expofanteft un nombre rompu. Soitpro- 

m 

pofe de prendre la différence de ÿ x m ou *“{" exprime un 


nombre rompu quelconque ) on fuppofera x n = feen 
élevant chaque membre à la puiflànce» on aurax“ = a£, 
& en prenant les différences comme l’on vient d'expliquer 
dans le premier cas, on trouvera mx m ~ l dx 

& A = ==xS -1 i*» ou 




en 


mettant à la place de sa^ 1-1 fa valeur nx m ». Si l’cxpo- 
fant eft négacif, on trouvera que la différence de x Q 

m ra I 

de -Sr fera ~~ i? = — ? j*“ *“* dx. 


ou 


Ce 
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Ce qui donne cette réglé générale. 

Réglé IV. 


Pour les Puiffances parfaites ou imparfaites. 

La différence d’une puiflàncc quelconque parfaite ou 
imparfaite d'une quantité variable, eft égale au produit 
de l’expofant de cette puiflance, par cette même quantité 
élevée à une puillànce moindre d'une unité, & multipliée 
par fa différence. 

Ainfi fi l’on fuppofe que m exprime tel nombre entier ou 
rompu que l’on voudra , foit pofitif, foit négatif, &cx une 
quantité variable quelconque , la différence de x" fera 
toujours ntx m ~'dx. 


Ext MPLES. 

La différence du cube de ay — xx, c’eft & dire de 
ay — xx , eft y x a y — xx~ x ady — 2xdx = pa'yydy 

— 6 aax xy dy -+■ jax'dy — (aayyxdx ■+■ jzayx'dx 

— 6 x'dx. , 

La différence de V X y -+- y y ou de x y +. y y l ", eft 

L . y ix •q-xiy 1 ydy 

\* xy -*-yy 1 x ydx -+- xdy -»• 2ydy, ou ,y xy + yy 

. l 2. 

Celle de fa'-*- axyy ou àea'-*- axyy \eftÿx a' axyy » 

*ayydx-*‘2axydy, ou t2 ^^=== J '’ Celle de Ijax ■+■ xx, 
ou de ax -+• xx 1 , eft ~ x ax -+• xx * x adx -♦> 2 xdx^ou 

* d X +* % X d M 


)f*x -y- x jt 1 * 

La différence de fax -+- xx ■+■ f a' axyy ou de 


ax- t-xx-t- fa' - 


x adx -y- zxdx ■+■ .. 

xY*'-*- xxyy 
myydx «♦- taxydy 


ax yy l , eft 7 x ax-*- x x-*-Va'-t-axyy 

r 1 XXV J* 

OU 


aix + i 


iY*x-y-xx 


•»xjy 


xf O- txyy X xY»x Or xx **- f 


fi 
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y / SX 4" XX 

* An, t. t. La différence de ^===r fera félon cette reg!e*& celle 


Yxy -4 -yy 
six « 4 • ixdx 


des frayions 


$1 


x Vxy-*-yy 


jv _ A 7_± i y 


Xyjax- 


■XX . 


xy+yy 


R E M A A QJJ E. 

8. Il eftà propos de bien remarquer que l’on a tou- 
jours fuppofé en prenant les différences, qu’une des va- 
riables x croiffànt, les autres^-, s^, &c. croifloient auffij 
c’eft à dire que les x devenanc x -t- dx, les^ , Sc c. de- 

venoient^ •+■ dy , z^-+-d^, Sic. C’eft pourquoi s'il arrive 
que quelques-unes diminuent pendant que les autres croif- 
fenr, il en faudra regarderies différences comme des quan- 
tités négatives par rapport à celles des autres qu’on fuppo- 
fe croître , & changer par conféquenc les lignes des termes 
où les différences de celles qui diminuent (c rencontrent. 
Ainfi fi l’on fuppofe que les x croiflant, les^ & les di- 
minuent, c’eft à dire que les x devenant x dx , les y Sc 
les ^ deviennent y — dy Sc — d^. Si que l’on veuille 
prendre la différence du produit xyxj il faudra changer 
* f. dans la différence xydz. -s- x%dy yzdx trouvée *, les fi- 
gnes des termes où dy Sc dtjc rencontrent : ce qui donne 
yçdx — xyd\_-~ xx,dy pour la différence cherchée. 
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Section II. 

Vf âge du calcul des différences pour trouver les Tangentes 
de toutes fortes de lignes courbes . 

D e’f I N I T i o N. 

S I l’on prolonge un des petits côtés Mm du poligone Fig. x. 

qui compofe*une ligne courbe j ce petit côté ainfi * Art.)* 
prolongé fera appelle la Tangente de la courbe au point 
M ou m. 

Proposition I. 

Problème. 

9 • Soit une ligne courbe AM telle que la relation de la cou- Fis.). 
fée A P à l'appliquée VM,foit exprimée par une équation quel- 
conque, & qu'il faille du point donné M fur cette courbe mener 
la tangente MT. 

Ayant mené l’appliquée MP, & fuppofé que la droite 
MT qui rencontre le diamètre au point T, foit la tangente 
cherchée 5 on concevra une autre appliquée mp infini- 
ment proche delà première, avec une petite droite MR pa- 
rallelcà^/’. Et en nommant les données AP, x i PM,y\ 

( donc Ppou MR — dx , &: = les triangles fem- 

blables mR M & MPT donneront mR (dy) . RM (dx:: MP 

(/). PT= Or par le moyen de la différence de l’é- 
quation donnée, on trouvera une valeur d edx en termes 
qui feront tous affectés par dy , laquelle étant multipliée 
par^ & divifée par dy , donnera une valeur de la foutan- 
gence PTcn termes entièrement connus & délivrés des dif- 
férences , laquelle fervira à mener la tangente cherchée 
MT. 

R E M A R QJJ E. 

t o*T>orsq.ue le point T tombe du côté oppofé au 
pointé origine des x, il eft clair que x croiiTant,^ dirai- Fio. 4. 

B ij 
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* Art, S. nue, & qu'il faut changer par conféqucr>t*Jâns la différen- 
ce de l‘cquation donnée les fignes de tous les termes où dy 
fe rencontre : autrement la valeur de dxcndyferoic néga- 
tive; & partant aufli celle de PT {*£-)■ Il eft mieux ce- 

I iendant, pour ne fe point embarafièr, deprendre toujours 
a différence de l'équation donnée par les réglés que l’on 
* Stü.i. a prefcritcs*/àns y rien changer, car s’il arrive à la fin de 
l’opération que la valeur de PTfoit pofitive, il s’cnfuivra 
qu'il faudra prendre le point y du même côté que lepoint 
A origine des x, comme l'on a fuppofé en faifint le calcul: 
8c au contraire fi elle eft négative, il le faudra prendre du 
côté oppofé. Ceci s’éclaircira par les éxemples fuivans. 

Exemple I. 

Fie. j. U. 1 •§ , pou veut que ax =yy exprime la relation de 
A Pi PM 3 la courbe AM fera une parabolequi aura pour 
paramétre la droite donnée a , Si l’on aura en prenant de 
part 8c d’autre les différences , adx = zydy , Scdx — ^ 
8c PT = 2X en mettant ponryy fa valeurs. 

D’où il fuitque fi l’on prend P^double do AP, 8c qu’on 
mene la droite MT, elle fera tangente au point M. Ce qui 
étoit propofé. 

Fio. 4, jo, s 0 i t l’équation aa = xy qui exprime la nature de 
l’hyperbole entre les afymptotes. On aura en prenant les 

différences xdy -k-ydx = 0, 8c partant PT (*£y) — — x. 

D’où il fuit que fi l’on prend PT— PA du côté oppofé au 
point A, Si qu’on mène la droite MT, elle fera la tangente 
en M- 

3?. Soit l’équation généraley^xqui exprime la na- 
ture de toutes les paraboles à l’infini lorfque l’expofant m 
marque un nombre pofitif entier ou rompu, 8c de toutes 
les hyperboles lorfqu’il marque un nombre négatif. On 
aura en prenant les d ifferences my m ~ 1 dy =dx, 8c partant 
PT — my m — mx en mettant pour./" fa valeur x 
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Si «* = 7 , l’équation fera y = axx qui exprime la 
nature d’une des paraboles cubiques, 6c la foutangente 
PT = f x. Si m = — 2 , l’équation fera <*’ = x y y qui 
exprime la nature de l’une des hyperboles cubiques , 5c la 
foutangente PT = — 2 x. II en eft ainfi des autres. 

Pour mener dans les paraboles la tangente au point A 
origine des x , il faut chercher quelle doit être la raifon 
de dx i dy en ce point ; car il eft vifible que cette raifon 
étant connue, l’angle que la tangente fait avec l’axe où 
le diamètre fera aulfi déterminé. On a dans cet éxemple 
dx. dy :: my r ' ~ /. D’où l’on voit quej étant zéro en A, 
la raifon d cdy àdx doit y être infiniment grande lorfque 
m furpaflè i, 5e infiniment petite lorfqu’elle eft moindre : 
c’eft a dire que la tangente en A doit être parallèle aux 
appliquées dans le premier cas, 5c fe confondre avec le 
diamètre dans le fécond. 

Exemple II. 


Il* Soit une ligne courbe AMD telle que AP* PB Fi 
(xxa — x) . PM (yy) ■ •' AD (a) . AD (b). Donc ^==ax 
— xx, 5cen prenant les différences,-^ = adx — zxdx, 

d’où l’on tire PT <?±) = en 

tant pour la valeur ax — xx > 5c P T — AP ou AT 


MX 

' * — xx m , , , 

Suppofant à préfent que AP x PB ( x ’ x a — x). J’M 
(ÿ) : : AB (a) . AD (b) , on aura = x’ x a — x' , 6c en 

prenant les différences = j x x d x x a — x — 

2 ddx -y- 2 xdx x x\ d’où l’on tireur - — **' x 

Z JAJTX4 X K’fUXI 1 


f X x 4 X 


OU 


fXX — fxx 
1* — S~ 


ÔC AT = 


I MX 

h — 
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Et généralement fi l’on veut que m marque I’expofant 
de la puifîànce de AP, & * celui de la puiuànce de PB, 


on aura ^ ==. 


— > x m x a — x qui eft une équation gé- 
nérale pour tou tesles ellipfês à l’infini,dont la différence eft 

» dy __ 


dx xa — x" — na — x n 'dx > 


d’où l’on tire( en mettant pour-î^^- la valeur x ra x a — x") 
wfe 1 — «G» *;rry, 

7 1 x« — x*”' 


— * 


ou PT= 


■,6cAT = - 


Exemple III. 

Fig. tf. ij. L es mêmes chofès étant pofées que dans l’éxem- 
ple précédent , excepté que l’on fuppofe ici que le point 
B tombe de l’autre côté du point A par rapport au point 
P, on aura l’équation ' — x™ x a ■+■ x" qui exprime 
la nature de toutes les hyperboles confiderées par rapport 
à leurs diamètres. D’où l’on tirera comme ci-deflus PT 


- n • 0 K V ; 


ma TTi -}■ mm-^r m -f rt * - 

Maintenant fi l’on fuppofe que A P foitinfiniment gran. 
de ,1a tangente TM ne rencontrera la courbe qu’â une di- 
ftance infinie , c’eft à dire qu’elle en deviendra l’afy mptote 
CEi&c l’on aura en ce ca sAT( — — ) ~ a —ACi 


& AT 


nmx 


ma - 4 - m + nx • 


1 ma . 


puifque a étant infini ment m oindre que x, le terme ma 
fera nul par rapport + Par la meme raifon en ce 
cas l’équation à lacourbe deviendra ay m * “ == i x m **. Ainfi 
enfaifantpour abréger m-*-n — />,& en ex trayant de pare 
& d'autre la racinep,onaura^^=x^,dont la différence 
e(ïdyÿa = dxfyb: de forte qu’en menant AE parallèle aux 
appliquées, & en concevant un petit triangle au point où l’a- 
fymptote CE rencontre la courbe , on formera cette pro- 
portion dx.dy, ou ya.ÿb::AC. {fa).AE=j yba*~' . Or les 
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valeurs de CA ScAEé cant ainfi déterminées, on mènera 
la droite indéfinie C£qui fera rafymptotc cherchée. 

Si»i=x8c»=/, la courbe fera l’hyperbole ordinaire, 
&onaura^C=*7<r > &^rJS = 7^, c’eftàdireàla moi- 
tié d u diamètre conjugué , ce que l’on fçait d’ailleurs être 
conforme à la vérité. 

Exemple IV. 

* 4 ‘ Soit l’équation y — x'=axy(AP=x, PM=y, Fie.*. 
a eft une ligne droite donnée ) & que cette équation 
exprime la nature de la courbe AM , là différence ièra 

lyydy — jxxdx = axdy ayix. Donc ^ = £7-4*^ , 

& AT (&- x) = n 1 — »»*— u*i — — en mettant 

pour jy 1 — jx' 1 Ci valeur jaxy. 

Maintenant fi l’on fuppofe que AP & /Wfoient cha- 
cune infiniment grande, la tangente TM deviendral’afym- 
ptote C£, & les droites AT, AS deviendront AC, A E qui 
déterminent la pofition de l’afymptote. Or AT que j'ap- 
pelle t = , d’où l’on tire y = 37^ = ^ lors 

que AT devient AC , parcequ'alors at eft nulle par rap- 
port à ax. Mettant donc cette valeur ^ i la place de/ 

dans y' — x'=axy, on auraarr’jc’ — a'x'—fa'txx f,d’où 
l’on tire (en effaçant le terme 3 a'txx, pareeque x étant 
infinie, il eft nul par rapport aux deux autres 2/t'x' & a'x') 

AC(t) = 7 *• De même AS (y — ^~) que j’appelle 
s = — — d’où l’on tire x — - ’v’’ — = pareeque 

/ étant infinie par rapport à s, le terme as fera nul par 
rapport au termes/ j fie en mettant cette valeur dans l’é- 
quation à la courbe , on trouvera AE (s) = - a. D’où il 
fuit que fi l’on prend les lignes AC,AE égales chacune 
i j a, 8c qu’on mene la droite indéfinie CE, elle fera l’afym- 
ptote de la courbe AM. 
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On fe réglera fur ces deux derniers éxemples pour 
trouver les afymptotes dés autres lignes courbes. 

Proposition II. 

Problème. 

Fie. 7. |j, ^ r [ on fjtppofê dans la proportion précédente que les 
coupées AP foient des portions et une ligne courbe dont l'on flo- 
che mener les tangentes PT, & qu'il faille du point donné M 
fur la courbe AM mener la tangente MT. 

A y ant mené l’appliquée MP avec la tangente TT, & fup- 
pofé que la droite AtfîTqui la rencontre en T, foit la tan- 
gente cherchée ; on imaginera une autre appliqué mp 
infiniment proche de la première, & une petite droite 
MR parallèle à PT : & en nommant les données AP, xi 
PM, y ; on aura comme auparavant Pp ou MR — dx, Rm 
z=dy,Sc les triangles lemblables mRM& MPT donneront 

mR(dy). RM (dx) : : MP (y) . PT — y ~ . On achève- 
ra enfuite le refte par le moyen de l’équation qui expri- 
me la relation des coupées AP (x t^aux appliquées PM (y), 
comme l’on a vû dans les éxemples qirt^récedent, & com- 
me l’on verra encore dans ceux qui fuivent. 

Exemple I. 

16, Soit ~ — * y**f T . j y t dont la différence eft 
= i*Lr -*-// h. — ; on aura en rc- 

* x * » Vx * + yy 

duifant cette égalité â une proportion dy ,dx{ MP. PT) 
. . v “* "*~ yy + 11 , x JtL ~ y - ~ . Et partant le rap- 

*• « xx xx xVxxJSryy 1 / 

port de la donnée MP à la foutangente cherchée PT, 
fera exprimé en termes entièrement connus & délivrés 
des différences. Ce qui étoit propofe. 


Exem- 
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Exemple II. 

17. Soit x = dont la différence eft </.««= —J* 
on aura Pt(^ ) = y = *- Si l'on fuppofe que la li- 
gne courbe APE foie un demi-cercle, 6c que les appli- 
quées M /jetant prolongées en O, foient perpendiculai- 
res fur le diamètre Alli la courbe A MC fera une demi- 
roulette ou cycloïdc: (impie lorlquei— allongée lorf- 
qu’elle cil plusgrande, 6c accourcie lorfqu’elle cft moindre. 

Corollai RE. 

18. S 1 la roulette étant (impie , l’on mené la corde AP> 
je dis qu’elle fera parallèle à la tangence MT Carie trian- 
gle MPT étant alors ifofcele, l’angle externe TPSJftcz 
double de l’interne oppofé T MSg. Or l’angle A PJ£^ cft 
égal à l’angle A PT, puifque l’un 6c l’autre a pour mefüre 
la moitié de l’arc APi&L partant il eft la moitié de l’angle 
T PCI- Les angles 7 ’AC^J i ^/ > j^jferont donc égaux enrr’- 
eux ; & par confequent les lignes MT, AP feront paral- 
lèles. 

Proposition III. 

Problème. 

* 9 ' Soit une ligne courbe quelconque A P qui ait pour Fie. 7. 
diamètre la droite KNAQ^, <ÿ- dont Ion fçache mener les tan- 
gentes P K ; foit de plus une autre courbe A M telle que menant 
comme on voudra, l appliquée MQjftii coupe la première courbe 
au point P, la relation de l'arc AP 4 P appliquée ex- 

primée par une équation quelconque, il faut d'un point donné 
M mener la tangente MN. 

Ayant nommé les connues PK, f, KÇf,si Parc A P, xi 
M(f,y ; l’on aura (en concevant une autre appliquée mq 
infini ment proche de 6c en tirant PO, MS parallèles 

â AQ. ) Pp = dx, mS — dy ; 8c à caufe des triangles fem- 
blables KPJZJcPpO, mSM 6c M£N, l’on aura PK (rj. 
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R£^{s) i: Pp(dx). PO ou MS = ~ . E tmS(dy). 

Sm(~)h M3Jy) . SN = ^ . Or par le moyen de 

la différence de réquation donnée, on trouvera une valeur 
de dx en termes qui feront tous affectes par dy , & partant 

Ci l’on fubftitue cette valeur à la place de dx dans^^ 

\csdy fe détruiront, & la valeur de la foutangenre cher- 
chée gff fera exprimée en termes tous connus. Ce qu'il 
falloir trouver. 

Proposition IV. 

Problème. 

Fig. 8. 2.0. S O I E NT deux lignes courbes A QC , B C N qui 
ayent pour diamètre la droite TE A B F, & dont Ton f^ache me- 
ner les tangentes QE, NF ; foitdc plus un' autre ligne courbe 
MC telle que la relation des appliquées MP, QJP, N V^foit ex- 
primée par une équation quelconque. Il faut d'un point donné 
M fur cette dernière courbe lui mener la tangente MT. 

Ayant imaginé aux points 4Jj M, N, les petits triangles 
J20q , MRm, NSn, & nommé les connues PE, si PF, ti 
Pf^xi PM, y S PN,xy l’on aura Oq—dx,Rm—dy,Sn 
* 4 rti g. = — dxj* pareeque x &cy croiffant , ^diminue. Ec à caufè 
des triangles femblables dfE 6c qOQ, MPF&c nSN, 
MPT 6c mRM ! l’on aura (x) . PE (s) ; : qO ( dx ) . 

Ogjsu MR ou S PT — ~ , Et MP (tj. PF (t) nS 
( — dxJ.SN—"—^- — '-£( d’où l'on tire^=a — t 

Et mR (dy). RM ) :: MP (y). PT—*--. Or fi l’on 
met dans la différence de l’équation donnée , à la place de 
dx., fa valeur — on trouvera une valeur de dxeady, 
laquelle étant fubftituée dans ^ j les dy fe détruiront , 

Sc la valeur de la foutangente PT fera exprimée en ter- 
mes tous connus. 


Digitized by Google 


des Infiniment Petits. J. Part. tj 


Exemple. 

H-Soit;» = *<, dont la différence eft 2ydy = xfiot 
-t- xdt^— t S? x ~’-- x , en mettant pourra valeur néga. 

tive — —■ f d’où l’on tire dx = -, & partant PT 


(’Zzfi) = ,^7, cn mettant pour // fa va- 

leur xg. 

Soft maintenant l’équation générale^ ra *"= x m s^,dont la 
différence eft m -t- ny m ~*~'dy =m^x m ~'dx-r- nx m £~ l d^ 

= y en mettant pour d ^ fa 

fiydx 1 


valeur 


— szdx 


ms t - 4 * n s t y 


>x -J ^ ont * re &T( fijy) n«m_ 

= ^—7, en mettant poury n "^“ fa valeur x m s£. 


On peut remarquer que fi les courbes AQC, ECN de- 
venoient des lignes droites , la courbe MC fëroic alors 
une des Serions coniques i l’infini j fijavoir une Ellipfê 
lorfque l’appliquée CD, qui part du point de rencontre C, 
tombe entre les extrémités A, B i une Hyperbole lorf- 
qu’elle tombe de part ou d'autre 5 & enfin une Parabole 
lorfque l'une des extrémités^ ou B eft infiniment éloi- 
gnée de l’autre, c’eft à dire lorfque l’une des lignes droites 
CA ou CB eft parallèle au diamètre AB. 


Proposition V. 


Problème. 

Il» Soit une ligne courbe AP B qui ait un commencement Fis. 9. 
fixe (fi invariable au point A , (fi dont ton fi^ache mener lei 
tangentes PH ; foit hors de cette ligne un autre peint fixe F, 

(fi une autre ligne courbe CMD telle qu'ayant mené la droite 
quelconque FMP, la relation de fia partie FM d la portion de 
courbe AP fioit exprimée par telle équation qu'on voudra. On 
propofie de mener du point donné M la tangente MT. 

Ayant mené fur PP la perpendiculaire .FJ/qui rencon- 

Cij 
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tre la tangente donnée P H au point //,& la cherchée JWT 
au point T, imaginé une droite FRmOp qui fafle avec 
PP un angle infiniment petit, St décrit du centre F les 
petits arcs du cercle PO, MR i le pecic triangle pOP fera 
fcmblable au triangle rcétangle PFHi car les angles hpf, 

* -d rt - l - HpF font * égaux, puifqu’ils ne different cncr’eux que de 
l’angle PFp que l’on fuppofe infiniment petit, St de plus 
l’angle pOP cil droit, puifque la tangente en 0( qui n’efl 
autre chofeque la continuation du petit arc PO conlidc- 
ré comme une droite (cil perpendiculaire fur le rayon FO. 
Parla même railon les triangles mRM,MFT feront fem- 
blables. Or il efl clair que les petits triangles ou fécleurs 
F PO St F MR font fêmblables. Si donc l’on nomme les 
connues PH,tiHF,siFM,yiFPi^iSc l’arc AP, xi on 
aura PH (t) .HF{s) : : Pp (dx) .PO = ~. Et FP(xJ . 
FM (y) :: PO(~)-MR =«* Et ?»R (dy) , RM (?£-):: 

FM (y) . F T — ,yy -~. Et on achèvera le refte parle moyen 
de la différence de l'equation donnée. 

Exemple. 

Tic. io. j,}. l’on veut que la courbe AP B foie un cercle qui 
ait pour centre le point fixe i?; il efl clair que la tangen- 
te PH devient parallèle & égale à la fbutangente F H, à. 
caufc que HP fera aulTi perpendiculaire à PF -, Ce qu’ainll 

l’on aura en ce cas FT ~ e n nommant la 

droite FP{zJ, ai parcequ’cl le devient confiante de va- 
. riable qu’elle étoit auparavant. Cela pofé, fi l’on nomme 
la circonférence entière, ou une de lès portions détermi- 
nées, b ,St que l’on fafle b . x:: a .y. la courbe CMD , qui 
efl en ce cas F MD, fera la Spirale d’ Archimcde , St l’on 
aura^ = qui a pour fa différence dy— d’oùl’on 
tir e ydx =^^=: xdy en mettant pour^y fà valeur y } 
Ccpartant/T (~jyJ = j^.Ce qui donne cette conflruclion. 
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Soie décrit du centre F £c du rayon FM, l'arc de cercle 
MQ, terminé en Q par le rayon F 4 qui joint les points 
fixes A , Fi foit pris FT égale à l’arc MCI ■' j e dis 
la droite MT fera tangente en M. Car à caufe des fédeurs 
femblables F P A, FMQ, l’on aura F P (a). FM (y) ; •• AP 

(x) . MQy = y ~ — FT. 

Si l’on fait en général b . x :: a’"-/’', ( l’expofànt m dé- 
figne un nombre entier ou rompu tel que l’on veut) la 
courbe F MD fera une des fpirales à l’infini, & l’on aura 

f = qui a pour fa différence my m ~ 1 dy = — , 

d’où l’on tire ydx = —£z^- — mxdy , en mettant pour/"" 

fa valeur ^ j 5c partant FT( y fyy) = M(f 

Proposition VI. 

Problème. 

“4‘ Soit fine ligne courbe A PB dont l’on fytebe mener Fie. 
les tangentes PH, (f un point fixe F hors de cette ligne 5 
foit une autre ligne courbe CMD telle que menant comme on 
voudra , la droite F PM, la relation de FP à FM foit expri- 
mée par une équation quelconque, il faut du point donné M 
mener la tangente MT. 

Ayant mené la droite FHT perpendiculaire fur FM, 5c 
imaginé comme dans la proportion précédente les petits 
triangles PO p, MRm femblables aux triangles MFP , 

T FM, on nommera les connues F H, si F P, xi FM, y i 5c 

l'on aura PF (x) .F H (s) : : pO (dx) . 0P—~ , Et FP (x). 

FM (y) OP (’-£j . RM=* . Et mR (dy) . RM (%£ ) 

: : FM (y) . FT = ’ y x ~jy. On achèvera enfuite le refte par 
le moyen de la différence de l’équation donnée. 
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Exemple. 

S * l’on veut que la courbe AP B foit une ligne 
droite PH, Si que l’cquacion qui exprime la relation de 
F P a FM foit y — x =a, c’eft â dire que PM foit tou- 
jours égale à la même droite donnée a > l’on aura pour dif- 
férence dy = dx> & P^ant Ce qui 

donne cetre conftrudion. 

Soit menée ME parallèle à PH, Si MT parallèle iPE-, 
je dis qu’elle fera tangente en M. 

Car F P (x). F H (s) : : FM (y).FE = g. E tFP 
(x).FE ( '{) FM (y) .FT-='f£. Il eft clair que la 
courbe CMDc fl la Conchoïde de Nicomede , dont i’afym- 
ptote eft la droite PH, Si le pôle eft le point fixe F. 

Proposition VII. 
Problème. 

Pjc. iî. i(5. § o | x une ligne courée ARM dont Port fiache mener 
les tangentes MH, (fi qui ait four diamètre la droite EP AHT, 
foit hors de ce dtametre un point fixe F, doit parte une ligne 
droite indéfinie FPSM qui coupe le diamètre en P (fi la courbe 
en M. Si l'on conçoit maintenant que la droite¥PM,en tour- 
nant autour du point F, faffe mouvoir le plan P AM toujours 
parallèlement a foi-mème le long de la ligne droite ET immo- 
bile (fi indéfinie, en forte que la di fiance PA demeure par- 
tout la même ; il eft clair que Pinterfeclion continuelle M des 
lignes FM , AM décrira dans ce mouvement une ligne courbe 
CMD. On propofe de mener dé un point donné M fur cette 
tourbe la tangente MT. 

Ayant imaginé que le plan P AM foit parvenu dans la 
fituation infiniment proche pam, & tire la ligne mRSpz- 
rallele à AP » il eft clair parla génération que Pp == Aa 
— Ptn i Si partant que RS ~Sm — Pp. Or nommant les 
connues F P ou Fp, x i F Mao Fm ,y > PH, s -, MH ,t,Sc 
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la difFérence Pp, d^ les triangles femblables FPpSc 
FSm, MP H. & MS K, MHT 6C MRm , donneront Fp 
(x) .Fm{y):: Pp(dzJ . Sm -=^* ( donc Sü — 

Et PH (s J. H M ftj:: SR . RM = ---~'* d \ 

Et MR ( ' l dc £/*-« ■ ) ■ £>»(A) : : MH CO ■ HT=~. 

Donc fi l’on mène FF parallèle à MW, & qu’on prenne 
HT— PE j la ligne MT fera la tangente cherchée. 

Si la ligne ^Mctoit une ligne droite s la courbe CMD 
ferait une Hyperbole qui auroit pour une de fes afympto- 
tes la ligne ET. Et fi elle étoit un cercle qui eue fon cen- 
tre au point P -, la courbe CMD feroie la Conchoïde de 
JFicomede, qui auroitpour afymptote la ligne ET, 8c pour 

E ole le point F. Mais fi elle étoit une parabole j la cour- 
eCMD leroit la compagnedelaParaboloïde de />/?<«■- 
tes *, qui fe décrirait en même temps au defibus de la * Gum. 
droite ET parl’interfe&ion de F P avec l’autre moitié de L >v. 3. 
la Parabole. 

Proposition VIII. 

Problème. 

2 - 7 * Soit une ligne courbe AN qui ait pour diamètre la ne. 15. 
ligne droite AP, avec un point fixe F hors de ces lignes ; ( oit 
une autre ligne courbe CMD telle que menant comme ion 
voudra , la droite F M P N , la relation de fes parties F N , F P, 

FM foit exprimée par une équation quelconque, llefi que fi ion 
de tirer du point donné M la tangente MT. 

Soit menée par le point M la ligne H K perpendiculaire 
à FTV, qui rencontre en JC le dia métré .✓Z/’, & en Wla tan- 
gente donnée 2FH> foient décrits du centre F & des in- 
tervalles F 2F, F P, FM des petits arcs de cercle NJf, PO, 

MR terminés par la droite Fn que l’on conçoit Faire avec 
F N un angle infiniment petit. Cela pofé. 

Si l’on nomme les connues FK,s,FH,t-,FP,x-, FM,y-, 

F JF, kj, 1 et triangles femblables PF K 8c pOP , F MR 8c 
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F PO & FNd, HFN Si NQn, mRM Si MFT donneront 

FF (x). FK (s):-. pO(dx). OP — df. Et FP(x).FM 
( y ) PO ('-%). MR’-—-. Ec F P (x) . F N ( a^_) : PO 
(£)- s£. Et /fi? (r). 2?2V(*J ••••.^0. (^7 )• 

47»( — ^0 = 'Sr • Et wR Uy).RM ('*£) : : FM ( jf) . 
FT = '4zjy. Or par le moyen de la differente de l’équa- 
tion donnée on trouvera une valeur de dy en dx Si 
dans laquelle mettant à la place de dz^fa. valeur négative 
, parccque x croiffant , ^diminue t tous les termes 
feront affectés par dx ; de forte que cetre valeur étant en- 
fin fubfticuéc dans les dx fe détruiront. Et partant 
la valeur de FT fera exprimée en termes connus & déli- 
vrés des différences. 

Si l’on fuppofoit que la ligne droite AP fut une ligne 
courbe, Si qu’on menât la tangente PK ; on trouveroit 
toujours pour FT la meme valeur, Si le raifonnement dc- 
meurcroit le même. 

Exemple. 

Fig. M- 2.8. S upposons que la ligne courbe AN foit un 
cercle qui palTe par le point F (tellement fitué à l’égard 
du diamètre A P que la ligne F B perpendiculaire à ce 
diamètre paffe par le centre G de ce cercle ) , Si que PM 
foit toujours égale à P N-, il cft clairquela courbe CMD, 
qui devient en ce cas F M A, fera la Cifloïde de Diocles, 
& que l’on aura pour équati#n z^- t- y= 2 x, dont la dif- 
férence e(ldy= 2 dx — dz== ’^ Jx en mettant pour 

» Art i- ^ va * eur — trouv ée ci-deffus *. Ec partant FT 

s >ndx \ sen 

( xxUy J xtxx - 4 - /*.*.• 

Si le point donné M tomboit fur le point A , les lignes 
FM, F N, F P feroient égales chacune à FA , comme aulfi 

Les 
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les droites F K , F H » 8c partant on aurait en ce cas FT 
= $-== j* , c’cft à dire que fi l’on prend BT = \AF y 
& qu’on mene la ligne AT, elle fera tangente en A. 

On peut encore trouver les tangentes de la Ciflôïde 
par le moyen de la première Propofition , en menant les 
perpendiculaires NE, ML fur le diamètre FF, 8c cher, 
chant l'équation qui exprime le rapport de la coupée FL 
à l'appliquée LM\ ce qui fe fait ainlï. Ayant nommé les 
connues FF, zai FL ou FE, xi LM,yi les triangles 
fcmblables FEN, F LM, 8c la propriété du cercle don- 
neront FL (x).LM{y) :: FE -EN : : EN [Vzax — xx) . 

EF (x). D’où l’on tire yy=^- x , dont la différence eft 

■ Et partant 10 » (£) -An. 

> ctl meccant pourj^y fa valeur , 

Proposition IX. 

Problème. 

19- Soient deux lignes courbes ANB , CPD , é" une li- p [G 
gne droite F KT, fur lesquelles foient marques des points fixes 
A , C, F -, fait de plus une autre ligne courbe E M G telle qu ayant 
mené par un de fies points quelconques M la droite FMN , & 

MP parallèle à FK j la relation de tare AN à tare CP foit 
exprimée par une équation quelconque, il faut d'un point dam- 
né M fur la courbe EG mener la tangente MT. 

Ayant mené par le point cherché T la ligne TH paral- 
lèle à FM, 8c par le point donné M les droites MR K, MOU 
parallèles aux tangentes en P&c. en N, on tirera FmOn infi- 
niment proche de FMN 8c mRp parallèle à MP. 

Cela pofé, fi l’on nomme les connues FM,s ;FN,ti MK, 

* j CP,x; AN. y, (donc Ppemx MR=‘dx,Nn—dy) les trian- 
gles femblablcs FNn 8c F MO, MOm 8c MHT, MRm 8c 
MKT donneront F N (/). FM (/) :: Nn(dy ) . M0=‘-^, 

. ‘ D 
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Èt MR{dx). MO ('-£):« MK {u\. MH = '-j£ . Or par 

le moyen de la différence de l’cquation donnée i’on aura 
une valeur de dy en termes qui feront tous affectés par*/*., 
laquelle étant fubftituée dans , les dx le détruiront ; & 
partant la valeur de MH fera exprimée en termes en- 
tièrement connus. Ce qui donne cette conltruciion. 

Soie mené MH parallèle à la touchante en N 6c éga- 
le à la valeur que l’on vient de trouver : foit tirée HT 
parallèle àf^qui rencontre en T la droite F K, par où & 
par le point donné M foit menée la tangente cherchée MT- 

Exemple. 

Fie. 1 6. 30. Si l’on veut que la courbe AH B foit un quart de 
cercle qui ait pour centre le point fixe F , que la cour- 
be CPD foit le rayon AP F perpendiculaire fur la droite 
FKGQTB, 6 c que inrcAH(y) foit toujours à la droit cAP 
(x) comme le quart decercle^ 2 /J? (^)au rayon AF {*) -, la 
courbe EMG deviendra la Quadratncc/f MG de Dinoftm- 

te y 6c l’on aura MH puifque F P ou 

MK ( u)—a—x, 6 c FH{t)=a. Mais l’analogie fuppofée 
donne a y —kx, 6 cady—bdx. Mettanc donc dans la valeur 
de MH à la place de * & de dy leurs valeurs on 

trouvera MH = ~^ ■ Ce qui donne cette conftruétion. 

Soit menée AfHpcrpcndiculaire fur f égale à l’arc 

jt/ <£dccrit du centre F , & foit tirée HT parallèle à FM -, 
je diTque la ligne MT fera tangente en M. Car à caufe 
des féfteurs femblables FNB, F Md, *‘ on aura 
FA f(j ) -'-NB {b- y).MQ,=x^- 
COIOLLAI B.E. 

F10.1-. J 1, Si l’° n veut déterminer le point O où la quadra- 
trice A MG rencontre le rayon F B, o n imaginera un au- 
tre rayon Fyb infiniment proche de FGB 5 6 c en me- 
nant g/ parallèle à F B, la propriété de la quadratrice 
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& les triangles femblablesF.£4,s/'F,réaanglescn 2?&en 
f donneront AB . AF :: Bb. Ffi ■■ F B ou Ab gf ou FG. 

D’où l’on voit que fi l’on prend une troifiéme propor- 
tionnelle au quart de cercle .^2? & au rayon AF, elle fera, 
égale à FG.c’eft i dire que FG — ~. Ce qui donne lieu 
lieu d’abréger la conftruélion des tangentes. 

Car menant TE parallèle A MH, les triangles fembla- Fic 
blés FMK,FTE donneront MK (a — x).MF(s) s : ET 

oui MH ) . FT en mettant pour 

x fa valeur % , U divifant enfuite le tout par b — y i d’où 
il eft clair que la ligne FT eft troifiéme proportionnelle 
à FG & i FM. 

Proposition X. 

Problème. 

}I. Soit une ligne courbe AMB telle qu ayant mené £ un p IC _ ,j 
de fes points quelconques M aux foyers F, G, H, &c. les droi- 
tes MF, MG, MH, é-c. leur relation fuit exprimée par une 
bquation quelconque : & foit propofe de mener du point donné 
M la perpendiculaire M P fur la tangente en ce point. 

Ayant pris fur la courbe AB l’arc Mm infiniment petit, 

& mené les droites F Jîjw.GwS, HmO, on décrira descen- 
tres F, G, H les petits arcs de cercles MR, MS , M0> enfuite 
du centre M Scd’un intervalle quelconque on décrira de 
même le cercle CDE qui coupe les lignes MF, MG, MH. 
aux points C,D,E, d’où l’on atjaiflèrafur^W/’lesperpendi- 
culairesCZ, DK, EJ. Cette préparation étant faite, je re- 
marque 

i°. Que les triangles réclangles MRm , MLC font fem- 
blables ;car en ôtant des angles droits Z RMC l’angle 
commun l .MR, les relies RMm, L MC feront égaux,& de plus 
ils font ré&angles en R & L. On prouvera de même que 
les triangles réclangles MSm & MKD, MOm Sc MIE font 
femblables. Partant, puifque l’hypothenufe Mm efi: com- 
mune aux petits triangles MRm, MSm, MOm , & que les 
' Dij 
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hypothenulcs MC, MD, ME des triangles MZC , MKD , 
■M/E font égales enrr’elles; il s'enfuit que les perpendicu- 
laires CL, DK, El ont le meme rapport cntr’ellês que les 
différences Km, Sm, Om. 

t i°. Que les lignes, qui partent des foyers fîtués du mô- 
me côte delà perpendiculaire ■A// J ,croiiïent pendant que 
les autres diminuent, ou au contraire. Comme dans la 
figure 1 8 . f A/croift de là différence Km , pendant que les 
autres GM, HM diminuent des leurs Sm, Om. 

Si l'on fuppofe àpréfent, pour fixer fes idées , que l’é- 
quation qui exprime la relation des droites FM (je ) , G_M 
{y) , HM , foit ax xy — — o , dont ladiffercn- 

ce eft iidx -*-ydx xdy — 2g,dzj=o j 11 cil évident que la 
la tangente en M{ qui n’eft autre chofe que la continua- 

* jirt. 5. tion dupctitcôté Mmda poligonc que l'on conçoit * com- 
pofér la courbe AMB) doitiècre tellement placée qu’en 
menant d'un de fès points quelconques «des parallèles 
mK,mS,mO aux droites F \f,GM, HM, terminées en R, S, 
O par des perpendiculaires MR, A/S, MOï. ces mômes droi- 
tes , on ait toujours l'équation a -t -y x Km ■+■ x x Sm — 
x Om -=u:ou f ce qui revient au même, en mettant à la 
place de Rm , Sm, Om leurs proportionnelles CL , DK-, 
<£'/) que la perpendiculaire MP à la courbe doit être pla- 
cée en forte que a -*-y x CL + ,u DK — a^x El = o. 
Ce qui donne cette contraction. 

Fia. 18.19.- Que l’on conçoive quclc’point C foit chargé du poids 
rt-é^qui multiplie la différence Ax de la droite FM fur 
laquelle il eff finie, fie de même le point D du poids x, 
5 c le point £ pris de l’autre côté de M par rapport au 
fover £i,( pareeque le terme — ?z,Az.e(h négatif) du poids 
2\ je disque la droite MP qui parte par le commun cen- 
tre de péfameur des poids fuppofez en C , D , E , fera la 
perpendiculaire requife. Car il eft clair par les principes 
de la Mécanique , que toute ligne droite, qui parte par le 
centre de pefanteur de pluficurs poids , les fépare en for- 
te que les poids d’une part multipliés chacun par fa di. 
ftance de cette droite, font précifément égaux aux poids 
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de l’autre part multipliés auffi chacun par fa diftance de 
cette meme droite. Donc pofant le cas que x croilTanc, 
y & ^croiffcnt auffi, c’eft à dire que les foyers F , G, H Fig. 19. 
tombent du même côté de MP, comme l’on fuppofè tou- 
jours en prenant la différence de l’équation donnée félon 
Jes réglés prelcrites j il s’enfuit que la ligne MP laiffera 
d’une part les poids cnC&Z), & de l’autre le poids en 
2 :,&qu’ainfi l’on aura a-ï-yx CZ-i-x x DK — 2Z^x El~o, 
qui étoit l’équation à conftruire. 

Or je dis maintenant que puifque la conftruclion cft bon- 
ne dans ce cas , elle le fera auffi dans cous les autres ; car 
fuppofant par exemple que le point M change de fitua- 
tion dans la courbe en forte que x croiflànr , y & s; dimi- Fig. iS. 
nuent, c’eft à dire que les foyers G, JF/ paffent de l’autre 
côté de MP, il s’enfuit t°. * Qu’il faut changer dans la * Art. 8. 
différence de l’équation donnée les lignes des termes affe. 
étés par dy, ou par leurs proportionnelles Dl\ t Eli 
de forte que l'équation à conftruire fera dans ce nou- 
veau casüT-*-y x CL — x x DK -+- 2X, x El — 0. 1° . Que 
les poids en D 8 c E changeront de côté par rapport à 
MP, Sc qu’ainiî l'on aura par la propriété du centre de 
pefanteur a-*- y x CL — xx DK -+• 2Z,x El =0, quiefl l’é- 
quation à conftruire. Et comme cela arrive toujoursdans 
tous les cas poffiblcs , il s’enfuit, &c. 

Il cft évident que le même raifonnement fubfiûera tou- 
jours tel que foit le nombre des foyers, & telle que puillè 
être l’équation donnée > de forte -que l’on peut énoncer 
ainfî la conftruflion générale. 

Soit prife la différence de l 'équation donnée dont je 
fuppofe que l’un des membres foit zéro, 6i foit décrie à 
diferétion du centre .Mun cercieC-Df: qui coupe lesdroi- « 
tes MF, MG, MH aux points C, D, E, dans iefquels foient 
conçus des poids qui ayent entr’eux le même rapporc 
que les quantités qui multiplient les différences des li- 
gnes fur lefquellesilsfontfitues. Jedisque laligne À//*qui 
pafïe par leur commun centre de pefanteur, lcra la per- 
pendiculaire requife. Il eft à remarquer que fi l'un des 
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poids eft négatif dans la différence de l’équation donnée, 
il le faut concevoir de l’autre côté du point M par rap- 
port au foyer. 

Si l'on veut que les foyers F, G, H foient des lignes droi- 

Fic.io. tes ou courbes fur qui les droites MF, MG, MH tombent 
à angles droits , la même conftruélion aura toujours lieu. 
Car menant du point m pris infiniment près de M les per- 
pendkulaires mf, mg,mh fur les foyers, & du point M les 
petites perpendiculaires MR, MS, MO fur ces lignes -, il 
eft clair que Rm fera la différence de MF, puifquelcs droi- 
tes MF, Rfé tant perpendiculaires entre les parallèles Ff, 
MR, elles feront égales , & de même que Sm eft la diffe. 
ren ce de MG,Si Om celle àcMHi êe on prouvera enluite 
tout le refte comme ci-deffus. 

Fia. a*. On peut encore concevoir que les foyers F, G, H (oient 
tous ou en partie des lignes courbes qui ayent des com- 
mencemens fixes & invariables aux points F, G, Fl, & que 
la ligne courbe A MB foit telle qu’ayant mené par exem- 
ple d’un de fès points quelconques M les tangentes MF’, 
MJT & la droite MG> la relation des lignes mixtilignes 
FVM, HXM &c de la droite GM foit exprimée par une 
équation quelconque. Car ayant mené du point m pris in- 
finimentpres de Mla. tangente»»*, il eft clair qu’elleren- 
contrera l’autre tangente au point ^(puifqu’elle n’eft que 
la continuation du petit arc Vu confidéré comme une pe- 
tite droite ), & partant que fi l’on décrit du centre V le 
petit arc de cercle MR J Rm fera la différence de la ligne 
mixtiligne FVM qui devient FVuRm. Et tout le refte fê 
démontrera comme ci-devant. 

* M. Tfcliirnhaus,» donné la première idée de ce Problème dans 
fon Livre de la M edecinc de l'efprit ; M- Fatio en a trouvé en- 
fui te une folution tris ingénieufe qu'il a fait inférer dans Us 
Journaux d‘ Hollande : mais la maniéré dont ils f ont conçu , 
n'cfl qu'un cas particulier de la conftrutlim générale que jt 
viens de donner. * 
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Exemple I. 

33* Soit axx -+- byy -t- — P=.o (les droites a,b,c t f 

(ont données) dont fa différence eft axdx ■+■ bydy c*d^ 

= o. C’eft pourquoi concevant en C le poids ax, en D le F«g. u, 
poids by, fie en £ le poids cx^ c’eft à dire des poids qui 
foient entr’eux comme ces récUngles* la ligne MP qui 
parte par leur commun centre depefantcur, iera perpen- 
diculaire à la courbe au point M. 

Mais fi l’on mène FO parallèle à ÇZ, & que l’on pren- 
ne le rayon MC pour l’unité, les triangles femblablcs 
MCZ,MFO donneront FO — x xCLi &c de même me- 
nant G R parallèle d DK , & HS parallèle à EJ, on trou- 
vera que GR =y x DK & HS— *.* EJ : de forte qu’en 
imaginant auxfoyersF,G,/Fles poids«*,£,r ; la ligne MP, 
qui parte par le centre de pefanteur des poids ax, by , 
fuppofez en C, D , E, paflèra aulli par le centre de pefan- 
teur de ces nouveaux poids. Or ce centre eft un point 
fixe, puifqueles poidsen F, G , H, fçavoir^, b, c , font des 
droites confiantes qui demeurent toujours les mêmes en 
quelque endroit que fe trouve le point M. D’on il fuit 
que la courbe /IM B doit être telle que toutes fes perpen- 
diculaires fe coupent dans le même point , c'eft à dire 
qu’elle fera un cercle qui aura pour centre ce point. Voici 
donc une propriété très remarquable du cercle que l’on 
peut énoncer ainfi. 

S’il y a fur un meme plan autant de poids a, b, r, &c. 
que l’on voudra, fitués en F, G, H,&cc. &c que l’on décri- 
ve de leur commun centre de pefanteur un cercle AM Di 
je dis qu’ayant mené d’un de fes points quelconques M, 
les droites MF, MG , MH, &c. la fommede leurs quarrés 
multipliés chacun par le poids qui lui répond , fera tou- 
jours égale à une même quantité. 

Exemple II. 

34* Soit la courbe AMB telle qu’ayant mené d’un Fie. i;. 
de fes points quelconques M au foyer F qui eft un point 
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fixe la droite MB, 8c au foyer G qui eft une ligne droite 
la perpendiculaire MG i le rapport de MF à MG foit tou- 
jours le môme que de la donnée <* à la donnée b. 

Ayant nommé FM, xi MG, y i on aura x .y :: a . b, 8c 
partant ay = bx dont la différence eft ady — bdx = o. 
C’eft pourquoi concevant en C pris au delà de M par 
rapport à F le poids b, 8cenD(à pareille diftance de M) 
le poids a, & menant par leur centre commun de pefan- 
tcur la ligne MF ; elle fera la perpendiculaire requife. 

Il eft clair par le principe de la balance, que fi l’on divife 
la corde CD au point P en forte que CP .DP a .b i le 
point P fera le centre commun de pefanteur des poids 
fuppofés en C 8c D. 

La courbe A MB eft une fecHon conique , fçavoir une 
Parabolelorfque^=A,une Hyperbole lorfquc<*furpaflè 
b, 8c enfin une Ellipfe lorfqu’il eu moindre. 

Exemple III. 

fis. 14 . jj. § t après avoir attaché les extrémités d’un fil 
FZTMGMXrHt n F. 8c en H, 8c avoir fiche une petite poin- 
te en G, on fait tendre également ce fil par le moyen 
d’un ftile placé en M, en forte que les parties FZV, HT JP 
foient roulées autour des courbes qui ont leur origine 
en F 8c H , que la partie MG foit double , c’eft à dire 
qu’elle foit repliée en G , 8c que les chofes demeurant en 
cët état l’on faffe mouvoir le ftyle Mi il eft clair qu’il dé- 
crira une courbe AM B. U cftqueftion demener d'un 
point donné M fur cette courbe la perpendiculaire MP, la 
pofition du fil qui fert à la décrire étant donnée en ce point. 

Je remarqueque les parties droites MV, A^t^dufil font 
toujours tangentes en V8cX,8c que fi l'on nomme les li- 
gnes mixtilignes FZVM, x i HYXM, s^î la droite MG, y -, 
8c une ligne droite prife égale à la longueur du fil , ai 
l’on aura toujours x zy->r t~=a : d’où je connoisque la 
courbe A MB eft comprife dans la conftru&ion générale. 
C'eft pourquoi prenant la différence dx -t- zdy -+- dx^— o, 
8c concevant en C le poids 1 , en D le poids 2 , & en E le 
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* Exemple II. 

39. S O it s — t , donc ds = dt , c’eft à dire — 

,= •</* } êc partant PT (*£) = — £ • Or comme cette 

quantité eft négative , il s’enfuit* que l’on doit prendre * An, 10. 
le point T du côté oppofé au point A origine des x. Si 
l’on fuppofe que laJigne F Q. foit une hyperbole qui ait 
pour aiymptotes les droites AC, AE , en forte que G^fxJ 
= -, 8c que la ligne BND foit une droite parallèle à 
AB, de manière que PN(u) foit par tout égale à la droite 
donnée c-, il eft clair que la courbe LM a pour afymptote 

la droite , 4 . 3 , 8c que fa foutangente PT ( — *■£) — — c: 

c’eft à dire qu’elle demeure par tout la même. 

La courbe LM eft appellée dans ce cas Logarithmique. 

Proposition XIII. 

Problème. 

x6. Soient deux lignes quelconques B N, FQ qui ayent p 1G . 1? . 
pour axe la même droite B A , fur laquelle foient marqués deux 
■points fixes A, E 5 foit une troifième ligne courbe L M telle 
qu'ayant mené par un de fes points quelconques M la droite 
AN , décrit du centre A l'arc de cercle MG, df tiré GQ pa- 
rallèle à EF perpendiculaire fur AB -, la relation des efpaces 
E G QF ( s ) , ANB ( t ) , & des droites AM ou AG (y), 

AN (z), GQ (u), foit exprimée par une équation quelcon- 
que. il faut mener d'un point donné M fur la courbe LM la 
tangente MT. 

Après avoir mené la droite ATH perpendiculaire Ç\xxAMN t 
foit imaginé une autre droite Amn infiniment proche de 
A MN,wv\ autre arc mg, une autre perpendiculaireg^êc dé- 
crit du centrer lepetit arc NS: on nomifierales foutangen- 
tes données A H, a ; G K , b ; & on aura Rm ou Gg — dy, 

S# = dx^ -, les triangles femblables HAN Ôc NSn, KG fil. 
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& QOq , donneront aulfi S N — ' j , Oq = — Ju — —, 
GJfyg — — ds~udy , ^jVn ou x { NS~ — dt-=-~ 

a dz^ On mettra toutes ces valeurs dans la différence de 
l'equation donnée, &l’on en formera une nouvelle, d’où 
l’on tirera une valeur de ^cn dy. Or à caule des fëéleurs 
& des triangles (einblables^AG & A M R,niRM HiMAT, 

on trouve AN (zj . AM (y) :: NS ) . MR = 

Et mR (dy) . RM (-£) :: A M (y) . AT = Si 
donc l’on met dans cette formule à la place de dz^ la va- 
leur en dy, les différences fe détruiront , & la valeur de 
la foutangente cherchée AT fera exprimée en termes en- 
tiérement connus. Ce qu’il falloir trouver. 


Exemple I. 


4 1 * Soit»/ — / = s^_ — t, dont la différence eft udy 
h- y du — ds — 2zd\ — de, ce qui donne ( après la fubfti- 

tution faire) dzj= -, & en mettant cette va. 


leur dans^l^ on trouve AT 

< z.dy 1 - 


— ray )' 1 
+bt. i -i- c* * 


Exemple II. 


4*-- S 


oit ; = 2 t , donc ds — 2 dt , c’efl à dire — udy 


^ o» A = % , * pamnt AT = S . 

Si la ligne B Ne 11 un cercle qui ait pour centrele point 
^/,&pour rayonla droite AB — AN—c, Scquef^Jbic 
une hyperbole telle que G£>^(u) =.£ •, il eft clair que 
la courbe LM fait une infinité de retours au tour du cen- 
tre^ avant que d’y parvenir { puifque l’cfpace F EG 
devient infini lorfque le point G tombe en A ) , & que AT 
— r -~. D’où l’on voit que la raifon de A Mi AT eft con- 
fiante ; & partant que l’angle A MT eft par tout le même. 

La courbe LM eft appellce en ce cas Logarithmique 
[p ira le. 
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Proposition XIV. 

Problème. 

43* Soient fur un meme plan deux courbes quelconques Fie. iS. 
AMD, BMC qui fe touchent en un point M , & [oit fur le 
plan de la courbe BMC«« point fixe L. Si l’on conçoit à pre- 
fent que la courbe B M C roule fur lu courbe AM D en s’y appli. 
quant continuellement en forte que les parties révolues AM, BM 
foient toujours égales entr elles , il c/l vifible que le plan BMC 
emportant le point L , ce point décrira dans ce mouvement une 
efpece de roulette ILK. Cela pofê,je dis que fi l'on mené dans 
chaque differente pofition de la courbe BMC (du point décri- 
vant L au point touchant M ) la droite LM ; elle fera perpen- 
diculaire à la courbe ILK. 

Car imaginant fur les deux courbes AMD, B M” deux 
parties Mm, Mm égales entr’elles 5c infiniment petites, on 
les pourra confidérer 'comme deux petites droites qui font * airt. ?. 
au point M un angle infiniment petit. Or afin que le pe- 
tit côté Mm de la courbe ou poligonc B MC tombe fur le 
petit côté Mm du poligonc AMD , il faut que le point L 
décrive autour du point touchant M comme centre un 
petit arc Ll. II eft donc évident que ce petit arc fera par- 
tie delacourbe/ZK ; Scpar conséquent que la droite ML, 
qui lui eft perpendiculaire, fera aulfi perpendiculaire fur 
la courbe ILK au point Z. Ce qu'il falloir prouver. 

Proposition XV. 

Problème. 

44* S o « t un angle ré Eti, ligne quelconque MLN , dont les ? ig. ij. 
cotés LM, LN touchent deux courbes quelconques AM , B N. 

Si l'on fait gliffer ces cotés autour de ces courbes, en forte qu’ils 
les touchent continuellement-, ilefi clair que le fommet L dé- 
crira dans ce mouvement une courbe ILK. il efi quefiion de 
mener une perpendiculaire LC fur cette courbe , la pofition de 
P angle MLN étant donnée. 

Eiij 


Digitized by Google 



38 Analyse 

Soie décrit un cercle qui pafle par le fommet L , & par 
les points touchans M , N > /oit menée par le centre C de 
ce cercle la droite CL ; je dis qu'elle fera perpendiculaire 
à la courbe 1 LK. 

Car confidérantles courbes 4M, B N comme despoli- 
gones d’une infinité de côtés tels que Mm, Nm il eft évi- 
dent que fi l’on fait glifler les côtés LM, L AT, de Panglere. 
âiiigne A/ZiV, qu’on fuppofe demeurer toujours le meme, ’ 
autour des points fixes M, N, ( on confidéreles rangeâ- 
tes LM, LN comme la continuation des petits côtés Mf, 
•A/g) jufqu’à ce que le côté LM de l’angle tombe fur le 
petit côté vWwdupoligone 4M & l’autre côté ZiVfur le 
petit coté A/# du poligone2?zV; le fommet L décrira urre 
petite partie Ll de l’arc de cercle MLAL , puifque par la 
conftrucfion cet arc eft capable de l’angle donné MLN. 
Cette petite partie Ll fc ra donc commune i la courbe 
I LK > & par confequent la droire CL, qui lui eft perpendi- 
culaire, /era au /11 perpendiculaire fur cette courbe au 
point L. Ce qu’il falloir démontrer. 

Proposition XVI. 

Problème. 

Fie. 30 . 4 J- Soit ABCD une corde parfaitement flexible à la- 
quelle foient attaches diffèrent poids A, B, C, (fc qui ayent 
entrent tels intervales AB, BC, (fc. que l'on voudra. Si l'on 
trainc cette corde fur un plan horizontal par f extrémité D , le 
long et une courbe donnée DP ; il ejl clair que ces poids fe dif- 
po feront en forte quils feront tendre la corde, (f quils décri- 
ront en fuite des courbes AM, B N, CO, (fc. On demande la 
manière d’en tirer les tangentes , la po fi tien de la corde ABCD 
étant donnée avec la grandeur des poids. 

Dans le premier inftant que l’extrémité D avance vers 
P, les poids 4, B, C , décrivent ou tendent à décrire autanc 
de petits côtés 4a, Bb, Ce des poligones qui compofent les 
courbes^ M, BAL, CO ; &par confequent il ne faut pour 
en mener les tangentes 4B , BC, CK , que déterminer la 
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diredion des poids A, B, C dans ce premier inftant, c’eft à 
dire la poficion des droites qu’ils tendent à décrire. Pour la 
trouver, je remarque 

i°. Que le poids A eft tiré dans ce premier inftant fui- 
vant la diredion AB, St comme il n’y a aucun obftacle qui 
s’oppofèà cette direction, puifqu’il ne traîne après lui au- 
cun poids, il la doit fuivre ; fie partant la droite Ali fera 
la tangenre en A de la courbe A M. 

i°. Que le poids B eft ciré fuivant la diredion BCi mais 
parcequ'il traîne apres lui le poids A qui n’eft pas dans 
cette direction , & qui doit par confequent y apporter 
quelque changement, le poids B n’aura pas fa diredion 
fuivant BC, mais fuivant une autre droite BG, dont il faut 
trouver lapolîtion. Ce que je tais ainfi. 

Je décris fur BC comme diagonale le rcdangle EF , 
dont le côté B F elt lut AB prolongée, & fuppofanc que 
la force avec laquelle le poids /?eft tiré fuivant BC, s’ex- 
prime par Bd il elt vifible par les réglés de la Mécani- 
que, que cette force BC fe peut partager en deux autres 
B E St B F, c’ertàdire que le poids /fêtant tiré fuivant la 
diredion BC par la force BC, c’eft la même chofê que 
s’il éroit tiré en même temps par la force BP. fuivantla di- 
redion BE , St par la force B F fuivant la direction B F. 
Or le poids A ne s’oppofè point à la direction BE , puifi. 
qu’elle lui efl perpendiculaire ; & par confequent la for- 
ce B E fuivant cette diredion demeure toute entière : mais 
il s’oppofê avec toute la pefanteur à la diredion B F. Afin 
donc que le poids B avec la force B F vainque la réfïftanec 
du poids A , il faut que cette force fe diltribue dans ces 
poids à proportion de leurs maflcs ou grandeurs : c’eft 
pourquoi fi l’on divife EC au point G, en forte que CG 
foit à GE comme le poids A au poids B > il cft clair que 
EG exprimera la force reftante avec laquelle le poids B 
tend à fè mouvoir fuivant la diredion B F , après avoir 
vaincu la rcfiftance du poids A. Il eftdonc cvidenc que 
le poids B eft tiré en même temps par la force BE fuivanc 
la direction BE, St par la force EG fuivanc la diredion 
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B F ou ECj Si partant qu’il tendra à aller par BG avec la 
furie BG: ceft à dire que BG fera fa dire&ion, Si par 
confequent tangente en B de la courbe BN. 

3°. Pour avoir la tangente CK, je forme fur CD com- 
me diagonale le rectangle HI , dont le côté C7 eft fur BC 
prolongée; & je vois que le poids B ne réfifte point à la 
force CZfavec laquelle le poids C eft tiré fuivant la di- 
rection CH , mais bien à la force CJ avec laquelle il eft 
tiré fuivant la direction CJ, Si de plus que le poids ré- 
fifte aurti à cette force. Pour fçavoir de combien, je tire 
AL perpendiculaire fur CB prolongéé du côté de B, & je 
remarque que fi AB exprime la force avec laquelle le poids 
Ae fl tiré fuivant la direction AB,BL exprimera celle avec 
laquelle ce meme poids^efl tiré fuivant la direction BC ; 
de forte que le poids C avec la force CJ doit vaincre le 
poids entier B, Si de plus une partie du poids ^qui efld ce 
poids A comme BL eft à B A, ou B F à BC. Si donc l'on 
fait B ■+• — ^ . C :: DK. KH, il eft clair que CK fer a 
la direction du poids C , Si par conféquent la tangente 
en C de la troificme courbe CO. 

Si le nombre des courbes étoir plusgrand , on trouve- 
roit de la même manière la tangente de la quatriéme } cin- 
quiéme , &c. Et fi l’on vouloit avoir les tangentes des 
courbes décrites par les points moyens entre les poids , 
on les trouveroit par l’art. 36. 
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Section III. 

Vfage du calcul des différences pour trouver les plus 
grandes & les moindres appliquées , où fe réÆffnt 
les quejhons De maximis & minirais. 
Définition I* 

S OiTunclignecourbe A/D-AfdontlesappIiquéesi’A/, Fie. jr. 

ED , PM foient parallèles enrr’elles; & qui foie telle 51. 
que la coupée AP croiflanc continuellement , l’appliquée ??• 
PM croiflè aulfi jufqu'à un certain point £, après lequel Sc- 
elle diminue ; ou au contraire qu’elle diminue jufqu’à un 
certain poinc £, après lequel elle croiffe. Cela pôle, 

La ligne ED fera nommée la plus grande ou la moindre 
appliquée. 

De' finition II. 

Si l’on propofe une quantité telle que PM , qui foie 
compofée d’une ou de plufieurs indéterminées telles que 
AP, laquelle AP croxftant continuellement , cette quan- 
tité PM croifle auflî jufqu’à un certain point £ , après le- 
quel elle diminue, ou au contraire ; & qu’il faille trouver 
pour AP , une valeur AE relie que la quantité ED qui en 
eft compofée , foit plus grande ou moindre que toute au- 
tre quantité PM fembiablement formée de AP. Cela 
s’appelle une quefhon De maximis & minimis. 

. Proposition generale. 

46. La nature de la ligne courbe MIJM étant donnée i 
trouver pour AP une valeur AE telle que l'appliquée ED foit 
la plus grande ou la moindre de fes ferai labiés PM. 

Lorfqueyf/’croillint, PM croît auffi; il eft évident* que *- Art.l'. 
fâ. différence Rm fera pofîtive par rapport à celle de AP s 10. 

St qu’au contraire lorfque fM* diminuera coupée^/’croiA 
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fant toujours, fa différence fera négative. Or toute quan- 
tité qui croît ou diminue continuellement, ne peut deve- 
nir de polîtivc négative, qu’elle ne paflè par l’infini ou 
par le zéro ; fçavoir par le zéro lorfqu’ellc va d'abord en 
diminuant, Sc par l’infini lorlqu’elle va d’abord en aug- 
menta™ D’où U fuit que la différence d’une quantité qui 
exprime un plus grand ou un moindre , doit être égale à zéro 
ou à l’infini. Or la nature de la courbe Ai DM étant don- 
*Siü.i.oh x. née, on trouvera *une valeur de Rm , laquelle étant éga- 
lée d’abord à zéro, fie enfuite à l’infini, (ërvira à décou- 
vrir la valeur cherchée de AE dans l'une ou l’autre de ces 
fuppoficions. 

Remaj qju e. 

FiG.j1.31. 47 * La tangente en Dell: parallèle à l’axe AB lorlque 
la différence Km devient nulle dans ce point; mais lorf. 
Fie. jj. 34. qu’elle devient infinie, la tangente fe confond avec l’ap- 
pliquée ED. D’où l’on voit que la raifon de mR à RM, qui 
exprime celle de l'appliquée à la foutangente, eft nulle ou . 
infinie fous le point D- 

On conçoit aifément qu’une quantité, qui diminue con- 
tinuellement, ne peut devenir de pofitive négative fans 
paffer par le zéro ; mais on ne voit pas avec la même évi- 
dence que lorfqu’elle augmente, elle doive paffer par l’in- 
fini. C’eft pourquoi pour aider l'imagination, foient en- 
Fig. 31.3». tendues des tangentes aux points M,D, JW; il eft clair dans 
les courbes où la tangente en D eft parallèle à l’axe AB , 
que la foutangente PT augmente continuellement à'me- 
fure que les points M , P approchent des points Z), £ ; fie 
que le point M tombant en D , elle devient infinie;. Se 
qu’enfin lorique^/’ furpaflè^f, la foutangente PT de- 
» 4 rt ' l0 , vient f négative^ pofitive qu’elle étoit, ou au contraire. 

Exemple I. 

Fjg.jj. 48. Supposons que*’-*-/ =zaxy(AP— x, PM=y, 

B — a) exprime la nature de la courbe MDM. On aura 
en prenant les différences jxxdx 4- jyydy == axdy+aydx t 
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tcdy — ~ IT*'* = 0 lorfque le point P tombe fur le 

point cherchée E, d’où l’on tire^= ^ } & fubftituant cet- 
te valeur à la place de^ dans l'équation x' -t -y'=axy, on 
trouve pour AE une valeur x = telle que l'appli- 
quée^!) feraplus grande que toutes les femblables PM". 

Exemple II. 


4 


49* S oit jf — a=a' xa — x l’cquation qui expri- Fie. jj. 
me la nature de la courbe MDM. On aura en prenant les 
différences, dy =. — que j’égale d’abord à zéro. 

mais pareeque cette fuppofition me donne — zdxÿa—o 
qui ne peut faire connoîcre la vajeur de AE , j’égale enfuite 


irfx 


l 4^?ÛLï l’infini, ce qui me donne — T=oid’où l’on 

tire x = a , qui eft la valeur cherchée de A£~ 

Exemple IIF. 


JO. Soit une demie-roulette accourci a AMP, dont la Fie. $«. 
ba/ê B F eft. moindre que la demi-circonférence AN B du 
cercle générateur qui a pour centre le point C. Il faut dé- 
terminer le point £ fur le diamètre AB, en forte que l’ap- 
pliquée ED foit la plus grande qu’il eft pofiible. 

Ayant mené à difcrction l’appliquée PM qui coupe le 
demi-cercle en N, on concevra â l’ordinaire aux points 
M, N, les petits triangles MRm, NSn, & nommant les in- 
déterminées AP, x j PN , x.i l’arc AN, ai & les données 
ANB,a i BF,b.CAo\iCN,c il’on aura par la propriété 
de la roulette AN B (a) , B F (b ),: : AN (») . NM= ~ . 

Donc PM~K-+--^ , & fa différence Rm— * dtà * — o 
lorfquele point P tombe au point cherchée. Or les trian- 
gles réélangles NSn, NPC font femblables ; car fi l’on ôte 
des angles droics CNn, PNS l’angle commun CNS, les 
xeftes SNn, PNC feront égaux. Et partant CN (c) . CP 

E >j. 


/ 
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(c — x ):: Nn(du) . Sn (dzj — ~ x ‘ h ‘ . Doncenmet- 

tant cette valeur à la place de dz. dans adz^-x- bdu = o, 

on trouvera - = o, d ou 1 on tirera x ( qui 

eft en ce cas AE ) = c -+• . 

Il eft donc évident qua fi l’on prend CE du côté de B 
quatrième proportionnelle à la demi-circonférence^-VJ?, 
à labafe B F, èc au-rayon CB, le point E fera celui qu'on 
cherche. 

E x E M P L e IV. 

Fie. jy. J 1 * Coup er la ligne donnée AB en un point E, en 
forte que le produit du quarré de l’une des parties AF. par 
l’autre EB , foit le plus grand de tous les autres produits 
formés de la même maniéré. 

Ayant nommé l’inconnue AE,xiSi la donnée AB, a ; 
on aura x EB —axx — *’,quidoit être un plus grand. 
C’cft pourquoi on imaginera une ligne courba MDM, 
telle que la relation de l'appliquée MP (y) à la coupée 
AP (x) (oit exprimée par l’équation^ = *** ~ ■ *' ,& on 
cherchera un point £ tel que l’appliquée ED fort la plus 
grande de toutes fes femblables PM i ce qui donne dy 

_ ag i* 0 , d’où l’on tire AE (x) = >. 

Si l’on veut en général que x m x a^x" foit un plus grand 
(m&n peuvent marquer tels nombres qu’on voudra), il 
faudra que la différence de ce produit foit égale à zéro 
ou à l’infini, ce qui donne mx m ~ 1 dx x a — x" — ? ta — x"~' 
dx x x m = o, d’où en divifantpar x m ~‘ * * — x a ~ l dx,\’on 
tire am — mx — nx = o , & AE (x) = — ^ — a. 

9 • ' m •+• n 

Si m = a,& n = — i, l’on aura AE —za,U il faudra 
alors énoncer le Problème ainfi. 

Fic.37. Prolonger lalignedonnée^Ædu côté de B en un point 

E, en forte que la quantité ^|- foit un moindre , & non 
pas un plus grand j car l’équation à la courbe MDM fera 


Digitized by Google 





Digitized by Google 


des Infiniment Petits. 1 . Part. 

~~ri —y> dans laquelle fi l'on fuppofex=x, l'appliquée 
PM qui devient SC fera " , c’eft à dite infinie ; & fuppo- 

fantx infinie, l'on aura/=x, c’eftàdiie que l'appliquée 
fera aufll infinie. 

Si m=s,&cn= — 2, l'on aura AE= — ai d’où il fuit 
que l'on doit énoncer le Problème alors en cette forte. 

Prolonger la droite donnée AB du côté de ai en un Fie. } 8 . 

. , XEv-Iif „ . , 

point E , en forte que la quantité loit plus gran- 
de que toute autre quantité femblable ~~p . 

Exemple V. 

Jl. La ligne droite AB écant divifée en trois parties jr 1G . 
AC , CjF, F B, il faut couper fa partie du milieu CF au 
point F, en forte que le rapport du ré&angle AE x EB au 
■réétangle CE x EF foie moindre que tout autre rapport 
formé de la même manière. 

Ayant nommé les données AC, ai CF t bi CB , ci & 
J’inconnue CE , xi l’on aura^£ = x-»-x, EB —c — x, 

EF— b — x, &partantlc rapport de AE*EB à C£x EF 
fera " c ~ ** qui doic être un moindre. C’eft pour- 

quoi fi l’on imagine une ligne courbe MDM, telle que la 
relation de l’appliquée PM {y) à la coupée CP (x) foie 
exprimée par l’équation^/ = »xx ^ j aC | Ue £ 

tion fe réduit à trouver pourx une valeur CE telle que 
l’appliquée ED foit la moindre de toutes fes femblables 
PM. On formera donc ( en prenant les différences , & di- 
vifant enfuite par adx ) l’égalité exx — axx — bxx ■+■ zaex 
— abc = 0 , dont l’une des racines réfout la queftion. 

Si.c —a •+- b, l’on aura x = \b. 

Exemple VI. 

5b Entre tous les Cônes qui peuvent être inferits 

Fiij 
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dans un fphére , déterminer celui qui a la plus grande fur- 

face convexe. 

. 40. La queftion Ce réduit à déterminer fur le diamètre AB 
du demi-cercle AFB le point E, en forte qu’ayant mené 
la perpendiculaire EF, & joint AF, le rédanglc AF x F E 
foit le plus grand de tous les femblables^Afx JV7». Car Ci 
l’on conçoit que le demi-cercle AFB faflè une révolution 
entière autour du diamètre AB , il eft clair qu’il décrira 
une fphére, 6c que les triangles rédangles A EF, AF N 
décriront des cônes infcrits dans cette fphére, dont les 
furfaces convexes décrites par les cordes AE, AN, feront 
entr’clles comme les rédangles AF x FE , AN x NP. 

Soit donc l’inconnue AE=x, la donnée AB = a, on 
aura par la propriété du cercle / 4 F=Vax t EF—Vax — xx-, 
& partant AF x FE = Vaaxx — ax' qüi doit être un plus 
grand. C’ell pourquoi on imaginera un ligne courbe MDM 
telle que la relation de l’appliquée PM (y) à la coupée 

AP (x) foit exprimée par l’équation y "**~**' =yi 6c 
l’on cherchera le points, en forte que l’appliquée ED foie 
plus grande que toutes lès femblables PM. On aura donc 

en prenant la différence 0 * d’où l’on tire 
AE(x) = fa. 

Exemple VII. 

SA- O n demande entre tous les Parallélépipèdes égaux 
à un cube donné a\ & qui ont pour un de leurs côtés la 
droite donnée b, celui qui a la moindre fuperficie. 

Nommant x un des deux côtés que l’on cherche , l’au- 
tre fera ; & prenant les plans alternatifs des crois côtés 
b , x , jf. du parallélépipède, leur fômme fçavoir bx -+• * 
*♦-£ fera la moitié de fa fuperficie qui doit être un moin- 
dre. C’eft pourquoi concevant à l’ordinaire une ligne 
courbe qui ait pour équation = /i l’ontroti- 
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vcra en prenant la différence — — °» ô ‘ 01 ' 1 l'on > 

tire** = &c x — y/^i de forte que les trois côtés du 

parallélépipède qui farisfaic à la queftion , feront le pre- 
mier b , le fécond , & le troifiéme V e *. D’où l’on voie 

que les deux côtés que l’on cherchoic, font égaux cn- 
tr’eux. 

Exemple VIII. 

JJ* O N demande préfentement entre tous les Parallé- Fie. 4 t. 
lepipedes qui font égaux à un cube donner’, celui qui a 
la moindre fùperficie. 

Nommant x un des côtés inconnus, il eft clair par l’é- 
xemple précédent, que les deux autres côtes feront cha- 
cun V^i & partant la fomme des plans alternatifs qui 
eft la moitié de la fùperficie, fera *’ -+• idu x x qui doit être 
* n moindre. Ccft pourquoi fa différence — 

= 0 , d’où l’on tire x — a ; & par conféquent les deux 
autrescôcés feront auffi chacun =a. de forteque le cube 
même donné farisfaic à la queftion. , 

Exemple IX. 

• \ 

j6. La ligne AEB étant donnée de pofition fur un plan F|S ‘ 4** 
avec deux points fixes C, F > ôc ayanc mené à un de fes 
points quelconques P deux droites CP (h) , PF (xjilo ic 
donnée une quantité compofée de ces indéterminées « 

& Si de telles autres droites données a, b, &c. qu’on 
voudra. On demande quelle doit être la pofition des droi- 
tes CE , EF, afin que la quantité donnée , qui en eft com- 
pofée, foit plus grande ou moindre que cette même quan- 
tité lorfqu’elie eft compofée des droices CP, PF. 

Suppofons que les lignes CE, EF ayenr la pofition re- 
quife ; & ayant joint CF, concevons une ligne courbe DM 
telle qu’avant mené à difcrction PQM perpendiculaire fur 
’ CF, l’appliqué QM exprime la quantité donnée ; il eft clair 
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que le point P tombant au point E, l’appliquée qui 
devient OD, doifêtre la moindre ou la plus grande de tou- 
tes fes femblables. Il faudra donc que fa différence foit 
alors égale à zéro ou à l’infini : c’eft pourquoi fi la quan- 
titédonpée eftpar exemple au-t-s&, l’on aura adu 
= o, & par conféquenc du . — dx_:: 2X^. a. D’où l’on voit 
déjà que ^doit être négative par rapport à du ; c’eft à 
dire que la pofition des droites CE, EF doit être telle que 
u croiflànt, ^diminue. 

Maintenant fi l’on menefG perpendiculaire i la ligne 
SlEB, êcd’un de fes points quelconques G les perpendicu- 
laires GZ, G/ fur CE, EF » Si qu’ayant tiré par le point e pris 
infiniment près de E, les droites CKc , Fc H, on décrive des 
centres C, fies petits arcs de cercle EK, EH: on formera 
les triangles rcâangles ELGSi EKe , E/G Si EHc, qui fe- 
ront femblables entr’eifx ; car fi l’on ôte des angles droits 
GEe,ZEK le même angle ZEc, lesreftes ZEG, KEe feront 
égaux ; on prouvera de même que les angles IEG, HEe 
feront égaux. On aura donc GL.GI :: Kc (du) . Hc ( — dx.) 

: : 2Z^. a. D’où il fuit que la pofition des droites CE, EF doit 
être telle qu’ayant mené la perpendiculaire E G fur la ligne 
j 4 EB‘>\e finusGZ de l'angle GZCfoit au finus G J de l’angle 
GEF , commes les quantités qui multiplient ^fonrà cel- 
les qui multiplient du. Ce qu’il falloir trouver. 

CoROLLAI RE. 

J?-S. l’on veut à préfent que la droite CE foit don- • 
nce de pofition & de grandeur, que la droite EF le foit de 
grandeur feulement, Si qu’il faille trouver fa pofition, il 
eft clair que l’angle GEC étant donné, fon finusGZ le fera 
auffi , Si par confequent le finus G/ de l’angle cherché 
GEF. Donc fi l’on décrit un ccrcledu diamètre EG, &que 
l’on porte la valeur de G J fur fa circonférence de G en /i 
la droite EF qui pafle par le point / aura la pofition re- 
quife. 

Soit au bi^ la quantité donnée ; on trouvera G/ = 

> d’où l’on voit que quelque longueur qu’on don- 
ne 
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ne à EC St i EF, la poficion de cette dernicrc fera tou- 
jours la même, puifqu'elles n’entrent point dans la valeur 
de G J, qui par conféquent ne change point. Si a = b, il 
eft clair que la poficion de EF doic être fur CE prolongée 
du côte de £; puifque GL =G7, lorfque les points C, F 
tombent de part & d’autre de la ligne ^ 4ED : mais lors- 
qu'ils tombent du même côté, l’angle FEG doit être pris Fie. 41 . 
égal à l’angle CEG. 

Exemple X. 

^ 8 . X^e cercle AEB étant donné de poficion avec les Fie. 41 
points C, .F hors de ce cercle; trouver fur fa circonféren- 
ce le point £ tel que la fomme des droites CE , EF foie la 
moindre qu’il eft pofiiblc. 

Suppofant que le point £ foie celui que l’on cherche, 

& menant par le centre O la ligne OEG, il eft clair qu'elle 
fera perpendiculaire fur la circonférence AEB \ & partant 
♦ que lesanglcs FEG, CEG feront égaux entr’eux. Si donc 4 Art. J 7 
l’on mené EH en force que l’angle EHO foie égal à l’an- 
gle CEO , & de même EK en forte que l’angle EKO foit 
égal à l’angle FEO, St les parallèles ED, EL à. OF, OC i 
on formera les triangles femblablcs 0C£ St OEH ,0F E St 
OEK,HDES&KLE î 8 t en nommant les connues 0£ou OA 
on O B, ai OC, b ; OF, ci St les inconnues OD on LE, x i 

DE ou OL ,y > l’on aura OH — " , OK = y- , St HD 
( x — ~r) • DE (y) ••• KL (y — . LE (x). Donc 

xx — x=yy — qui eft une équation à une hyper- 
bole que l’on conftruira facilement , St qui coupera le cer: 
cle au point cherché £. 

Exemple XI. 

59- U» voyageur partant du lieu C pour aller au lieu Fig. 4 ;. 
F, doit traverfer deux campagnes féparees par la ligne 
droite A EB. On fuppofe qu’il parcourt dans la campagne 
du côté C l’elpace a dans le tems c , St dans l’autre du 


JO A V A l Y 5 E 

côte de F l’efpaceÆ dans le même tems e : on demande 
par quel point £dcladroite^£7?ildoicpalTer, afin qu’il 
employé le moins de tems qu’ileft poflîble pour parve- 
nir de Cen F. Si l’on fait a. CE (u) :: c . ~ H ~. Et b . EF 


( xJ :: c . Il eft clair que y exprime le tems que le 
voyageur employé à parcourir la droite CE , 6c de même 
que -g exprime celui qu’il employé à parcourir EF J de 
forte que-^-»-y doit être un moindre. D’où il fuit 

* Art. j 6. * qu’ayant mené EG perpendiculaire fur la ligne AB 5 le 
finus de l’angle GEC doit être au finus de l’angle G EF , 
comme a eft à b. 

Cela pofé, fi l’on décrit du point cherché E comme cen- 
tre de l’intervalle EC le cercle CG H , fie qu’on mene fur la 
droite.4Efiles pcrpendiculairesC-^ ) /fD,£i?,& fur CE, EF 
les perpendiculaires GL,GJ> l’on aura a. b :: GL.GI. Or GL 
—AE,ScG/= ED, pareeque les triangles redangles G EL 
Si ECA,GE/ EHD font égaux & lemblablcs entr’eux, 
comme il eft facile à prouver. C’eft pourquoi fi l’on nomme 
l’inconnue ytf£,xsonrrouvera£D= - : 5c nommant les 


connues AB, fi AC, g J BF,h‘, les triangles femblables 
EBF, EDH donneront EB(f— x ). BF(h):: ED(^). 

DH= ^~ ax . Mais à caufe des triangles ré<ftangles£Z)//', 
EAC, qui ont leurs hyporenufès EH, £Cégales, l’on aura 
ED 1 DH ~ = ëa -*■ AC, c’eft à dire en termes analyti- 


: = xx ■+• gg •• De forte que 


„„ Uxt . bbhhxx 

< l UeS » — aaxx 

ôtant les fradions , 6c ordonnant enfuirc l’égalité, il vien- 
dra aax* — uafx' aaffxx — 2 daferx -s- aaffig — o. 
— bb ■+• zbbf -t- ita?? 

- bbff 

— bbhh 


On peut encore trouver cette équation de la manière 
qui fuit, fans avoir recours à l’éxcmple 9. 
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Ayant nomme comme auparavant les connues^,/’» 
AC, gi BF, h-, 8c l’inconnue AE , xi on fera a . CE 

(Vgg+-xx~) :: C ■ ' y ** T XX == au tcms c l ue !e vo y a S cur 

employé à parcourir la droire CE- Et de meme b . EF 

— y . tVTF Î7* ■+• XX 

( Vff — 2fx ■+■ XX hb ) : : C . — t-j au 

tems que le voyageur employé a parcourir la droite EF. 
Ce qui fera + un moi». 


, , . w . rxJx trix — tfix 

arc i & partant fa différence - 4 - jÿ=~===^ 

— o -, d’où l’on tire , en divifant par cdx fie en ôtant les in- 
commenfurables, la même égalité que ci devant, donc 
l’une des racines fournira pour AE la valeur qu on cher?- 
che. 


Exemple XII. 


6o. Soit une poulie F qui pend librement au bout Fis. 44 
d’une corde CF attachée en C, avec un plomb Z) fuf- 
pen du par la corde DF B qui paffe au defTus de la poulie 
F, & qui eft attachée en B, en forte que les points C, B 
fonc (itués dans la même ligne horizontale CB. On fup- 
pofeque la poulie 6c les cordes n’ayent aucune pefanteur; 

£c l’on demande en quel endroit le plomb D ou la poulie 
F doit s’arrêter. 

Il efl clair par les principes de la Mécanique que le 
plomb D defeendra le plus bas qu’il lui fera poffible , au 
defTous de l’hprizontale CB : d’où il fuit que la ligne à 
plomb DFE doit être un plus grand. C’cft pourquoi nom- 
manc les données CF, a ; DFB,bi CB, ci & l’inconnue 
CE, x î l’on aura E F= 'J au — xx , F B — 'daa -r cc — 2cx, 

& DFE — b —Vaa-r-cc — 2cx •+- 'J au —xx qui doit être 

un plus grandi & partant fa différence 

s= c , d’où l’on tire 2C x' — 2Ccxx — eiaxx ■+• aacc = 0 , 6c 

Gij 
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divifant par* — c , il vient îcxx — aax — aac = o , donc 

l’une des racines fourmtpour CE une valeur telle que la . 

{ icrpendiculaire ED paiîe par la poulie JF ôc le plomb J) 
orlqu’ils (ont en repos. 

On pourroit encore refoudre cette queftion d’une au- 
tre manière que voici. 

Nommant EF, y -, DF, xj l’on aura b — i;+; = iun 
pluiyund', & partant dy — dx^ Or il eft clair que la pou- 
lie F décrit le cercle CF A autour du point C comme 
centre ; 8c partant fi du point/pris infiniment près de F, 
l'on mène fR parallèle à CB , 8c fS perpendiculaire fur 
BF, l’on aura FR=dy, ScFS=dx. Elles feront donc 
égales entr’elles ; 8c parconféquent les petits triangles ré- 
dangles FRf, FSf, qui ont de plus l’hypotenufe .F/ com- 
mune, feront égaux ôcfemblables; d’où l'on voit que l’an- 
gle RFf eft; égal à l’angle SFf, c’eft à dire que le point F 
doit être tellement fitué dans la circonférence FA , que 
les angles faits par les droites EF, F B fur les tangentes en 
F foient égaux entr’eux : ou bien ( ce qui revient au même) 
que les angles B FC, DFC foient égaux, 

Cela pofé, fi l’on mene FH,e n forte que l’angle FHC foie 
égal à l’angle CF B on CF Di les triangles CB F, CF H feront 
femblables ; comme auffi les triangles ré&angles ECF.EFA, 
puifque l’angle CFE eft égal à l’angle F W£, étant l’un 8c l’au- 
tre le complément à deux droits, des angles égaux FHC , 
CFD i 8c par conféquent on aura CH—“ ,&cHE (x — “). 
EF (y ) : : EF (y) . EC (x). Donc xx — ^f —yy = a* 

xx par la propriété du cercle , d’où l’on tire la même 

.égalité que ci- devant. 

Exemple XIII. 

• 4 j. 6t. L*el evation du pôle étant donnée, trouver le 
jour du plus petit crépufcule. 

Soit Clc centre de la fphére ; APTOBHS ^ le méridien ; 
HDdO l’horifon * Q^EcT le cercle crépufculaire parallèle 
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àriiorifoni^Af^^rcquateur; FE DG la portion du pa- 
rallèle à l’équateur, que décrit le Soleil le jour du plus 
petit crépufculc , renfermée entre les plans de l’horifon 
& du cercle crépufculaire ; /’lcpoleauftral t PEM, PDN 
des quarts de cercles dedéclinaifon. L'arc HQo u OT du 
méridien compris entre lhorifon & le cercle crépufcu- 
lairc,& l’arc OP de l’élévation du pôle font donnés j & 

£ ar conféquent leurs finus droits C/ou FL ou J&A', & OP'. 

,’on cherche le finus CK de l’arc EM ou DN de la dédi- 
naifon du Soleil lorfqii'il décrit le parallèle ED. 

S’imaginant une autre portion fedg d’un parallèle à l’é- 
quateur , infiniment proche de FEDG, avec les quarts de 
cercles Pem , Pdm ileft clair que le temps que le Soleil 
employé à parcourir l’arc ED , devant être un moindre, la 
différence de l'arc MN qui en eft la mefiire, & qui de- 
vient mn lorfque ED devient ed , doit être nulle ; d'oil il 
fuie que les petits arcsAf/w, Nn, & par conféquent les pe- 
tits arcs Re, Sd, feront égaux entr’eux. Or les arcsÆf, SD 
étant renfermés entre les mêmes parallèles ED,ed, fonc 
auflï égaux, & les angles en 5 & en R fonc droits. Donc les 
petits triangles ré&anglcs ERe, DSd ( que l’on confidére 
comme rc&ilignes*à caufe de l’infinie petitefiè de leurs * Art.’,. 
côtés) , feront égaux & femblables -, & par conféquent les 
hyporenufes Ee , Dd feront auffi égales entr’elles. 

Cela pofé, les droites DG, EF, de, ef communes fèélions 
des plans FEDG,fed^ parallèles à l’équateur , avec l’hori- 
zon & le cercle crépufculaire, feront perpendiculaires 
fur les diamètres FI O , J%T, puifque les plans de tous ces 
cercles font perpendiculaires chacun fur le plan du méri- - 
dien j & les petites droites Gg, Ff feront égales entr’elles, 
puifque les droites FG.fg font parallèles. Donc V Di — 
ou DG — dg —VTc 1 — Tf ou fe — FE. Or il eft clair 
par ce que l'on a démontré dans l’article 50. que fi l’on 
mene à diferétion dans un demi-cercle deux appliquées 
infiniment proches, le petit arc qu’elles renferment, fera 

G iij 
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à leur différence, comme le rayon e(l à la coupée depuis 
le centre, ce qui donne ici { à caufe des cercles HDO , 
£ET)CO. CG:: Dd ou Ee . DG — dgoufe— FE:: Jg^ 
JF :: CO-+-/^ou OA'. CG -+- JF ou G L. Mais â caufe des 
triangles rectangles fcmblablcs cyO, CKG.FLG, l’on aura 
CO. CG :: OV .GK- EtC/C .GL :: CK. FL ou £AT. Donc 
Oy. CK :: O AT. A'Jgjj JC A" H par la propriété du cer- 
cle : c'elt à dire que li l’on prend QA ' pour le rayon ou fi- 
nus total dans le triangle rectangle ^AH, donc l’angle 
JJQA cfi de 9 degrés, pareeque les Altronomes font Tare 
18 degres , l’on aura comme le finus total elt à la 
tangente de 9 degrés, de même le finus de l’elevation du 

J ioleeft au finus de la déclinaifon auitrale du Soleil dans 
e temps du plus petit crcpufcule. D’où il fuit que fi l'on 
ôce 0.8001875 du logarirhme du finus de l’élévation du 
polcj le rclte fera le logarithme du finus cherché. Ce 
qu’il falloir trouver. 
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Section IV. 

Vfegt du calcul des différences pour trouver les points 
d'inflexion gr de rebrouflcment. 

C Omme l’on fe fërvira dans la fuite des différences 
fécondés, troifiémes, &c. il eft néceffaire d’en don- 
ner une idée avant que d’aller plus loin. 

De' finition I. 

La portion infiniment petite dont la différence d’une 
quantité variable augmente ou diminue continuellement, 
eft appellee la différence de la différence de cette quantité , 
ou bien h différence fécondé. Ainfi fi l'on imagine une troi- 
fiéme appliquée nq infiniment proche de la féconde mp , p IGi 
& qu’on men emS parallèle à AB, Sent //parallèle à RS > 
on appellera Hn la différence de la différence Rm , ou bien 
la différence fécondé de PM. 

JDe même fi l’on imagine une quatrième appliquée of 
infiniment proche de la troifiéme nq, 6c qu’on mene nT 
parallèle à AB, & nL parallèle à ST ; on appellera la dif- 
férence des petites droites Hn, Lo , indifférence de la diffé- 
rence fécondé , ou bien la différence troifiéme de PM. Et ainfi 
des autres. 

Avertissement. 

On marquera dans la fuite chaque différence par un nombre de 
d qui en exprime F ordre ou le genre. Par exemple , on marquera 
par dd la différence fécondé ou du fécond genre ; par ddd , la 
différence troifiéme ou du troifiéme genre > par dddd, la différen- 
ce quatrième ou du quatrième genre > & de meme des autres . 
Ainfi ddy exprimera Hn; dddy, Lo — Hne» Hn — Lo-,&c. 
fffuant aux puiffances de ces différences, on les marquera par des 
chiffres poftérieurs mis au dejfus , comme l'on fait ordinairement 
celles des grandeurs entières. Paréxemple , le quarré, ou le cube 
de d y fera dy 1 , d y ‘ ; /e quarré , ou le cube de ddy fera ddy \ ou 
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ddy’i Celui de dddy fera dddy 1 , ou dddy’j celui de ddddy 

fera ddddy 1 , ou ddddy 1 , &c. 

Corollaire I. 

éi. § i l’on nomme chacune des coupées A P, sip,/fq,Af, 
xi chacune des appliquées PM,pm, qn, fo,yi & chacune 
des portions combz% AM, Am, An, Ao t u i il eft clair que dx 
exprimera lesdifférences/ , />,/>y,£/ r des coupées -,dy les dif- 
férences Rm,Sn , Todes appliquées -, 6c du les différences 
Mm, mn, no des portions de la courbe AMD. Or afin de 
prendre, paréxemple, la différence fécondé Hn de la va- 
riable PM, il faut imaginer fur l’axe deux petites parties 
Pp,pq, & fur la courbe deux autres Mm, mn pour avoir les 
deux différences Rm, V»; & partant fi l’on fuppofe que les 
petites parties Pp,pq foient égales entr’ellcs ; il eft clair que 
dx fera confiante par rapport à dy 8c â du, puifque Pp qui 
devient pq demeure lamême pendant que Rm qui devient 
Sn,6c Mm qui devient mn, varient. On pourroit fuppofer 
que les petites parties de la courbe Mm, mn feroient éga- 
les entr’elles, & alors du feroit confiante par rapport à dx 
& à dy\ & enfin fi l’on fuppofoit quc^«i& Sn fuffent éga- 
les , dy feroit confiante par rapport â dx &à du, & fa dif- 
férence Hn (ddy) feroit nulle. 

De même pourprendre la différence troifiéme de PM, 
ou la différence de la différence fécondé Hn, il faut ima- 
giner fur l’axe trois petites parties Pp,pq,qfi iur la courbe 
trois autres Mm, mn . no i Sc fiur les appliquées au/fi trois au- 
tres Rm, Sn,To, Scalors on aura dx ou du ou dy pour con- 
fiante, félon qu’on fuppoféraqueles petites parties Pp, pq, 
qf, ou Mm, mn, no, ou Rm,Sn,To font égales entr'clles. 1 1 en 
eft de même des différences quatrièmes , cinquièmes , &c. 
g. 47. Tout ceci fe doit aufîî entendre des courbes^ M D, dont 
les appliquées.# M, Bm,Bn partent toutes d’un point fixei?> 
car pour avoir, par exemple, la différence fécondé de PM, 
il faut imaginer deux autres appliquées Bm , #»qui fafïènt 
desanglcs MBm, infiniment petits, & ayant décrit du 
centre B les petits arcs de cercle MR , mS > la différence 
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des petites d roites Rm,SnSctiL la différence fécondé de BM-, 

Selon pourra prendre pour confiants les petits arcs MR, 
mS,o\x les petites portions de la courbe Mm, mn, ou enfin 
les petites droites Rm, Sn. Il en va de même pour les diffé- 
rences troifiémes, quatrièmes, Sec. de l’appliquée B M. 

R E m a r qju E. 

63. O n doit bien remarquer, i°. Qu’il y a différensor- Fio. 4^. 
dres d'infiniment petits: que Rm, par exemple, efi infini- 
ment petite par rapport à PM, Seinfiniment grande par 
rapport à Hn > de même que l’efpace MPpm efi infiniment 
petit par rapport à l’efpace APM , Si infiniment grand 
par rapport au triangle MRm. 

i° Que la différence entière P/eft encore infiniment 
petite par rapportât/*! pareeque toute quantité qui efi: 
la fomme d’un nombre fini de quantités infiniment peti- 
tes telles que Pp, pq, qf par rapport à une autre AP, de- 
meure toujours infiniment petite par rapport à cette mê- 
me quantité : Sc qu’afin qu'elle devienne du même ordre, 
il faut que le nombre des quantités de l’ordre inferieur 
qui la compofe, foit infini. 

Corollaire II. 

<34. On peut marquer en cette forte les différences fé- 
condés dans toutes les fuppofitions poflibles. 

i°. Dans les courbes ou les appliquées mR,nS font pa- Fia. 4*. 
ralleles entr’clles , on prolongera la petite droite Mm en 43 - 
H où elle rencontre l’appliquée Sn S Si ayant décrit du 
centre»?, de l’intervalle mn, l’arc nk , on tirera les petites 
droites ni, li , keg parallèles à mS Si à Sn. Cela pofé , fi l’on 
veut que dx foit confiante, c’eft à dire que MR foit éga- 
le à mS s il efi clair que le triangle ?nSH efi femblablc Sc 
égal au triangle MRm, Sc qu’ainfi Hn efi ddy , c’eft à dire 
la différence de Rm Sc Sn, Sc Hk=ddu. Mais fi l’on fup- 
pofe que du foit confiante, c’eft à dire que Mm — mn 
ou à mk ; il efi évident alors que le triangle mgk efi fem- 
blable Sc égal au triangle MRm , Si qu’ainfi kc ddy , Sc 
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Sg ou en = ddx. Enfin fi l’on prend dy pour confiante , 
c’efl à dire mR = nS , il s'enfuit que le triangle mil eft 
égal fie fcmblable au triangle MRm , fie qu'ainli tS ou ni 
= ddx , fie ik = ddu. 

Fis. jo. ji. i°. Dans les tourbes dont les appliquées BM, Bm , Bn par- 
tent d’un meme point B, l’on décrira du centre B les arcs 
*sirt. j. MR, mS, que l’on regardera* comme de petites droites 
perpendiculaires furi?;», Bm fie ayant prolongé Mm en E t 
fie décrit du centre m , de l’intervalle mn, le petit arc nkE, 
on fera l’angle tmH — = mBn , fi», l'on cirera les petites droi- 
tes ni, li , keg parallèles à mS fie à Sn. Cela pofé, à caufe du 
triangle Bym réfilanglecn S, l’angle BmS mBn , ou ■+• 
EmH vaut un droit ; fie partant l’angle BmE vaut un droit 
fir«//;il vaut aufiî le droit MRm R Mm, puifqu'il eft 
externe au triangle R Mm. Donc l'angle SmH — R Mm. 

Il luit de ceci, i°. Que fi l’on veut que dx foie confiante, 
c’efl à dire que les petits arcs MR , mS ioienc égaux en- 
tr’eux, le triangle EmH fera fcmblable fie égal au triangle 
RMm , fie qu’ainfi Mn = ddy, fie Hk = ddu. i°. Que fî 
l'on prend du pour confiante , le triangle ?w£fer a fembla- 
blc fie égal au triangle RMm, S < qu’ainfi ike exprimera ddy 
fiC.Sg ou en, ddx. Enfin, j°. Que fi l’on prend ^pour con- 
fiante, les triangles iml, RMm feront égaux 6 c fembla- 
bles; fie qu'ainfi iü ou In = ddx, Silk = ddu. 

Proposition I. 

Problème. 

P (cendre la différence et une quantité compofée de 
différences quelconques. 

On prendra pour confiante la différence que l’on vou- 
dra, fit traitcant les autres comme des quantités varia- 
bles, on fè fervira des réglés preicrites dans la Sechon 
première. 

La différence de ^ , en prenant dx pour confiante 
fera Jx Uy en prenanr^pour confiante. 
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Celle de — * cn prenant dx pour confiante , fera 
iJUdy j e touC ,jj v jfç par^ c’eft à dire 


d^dx^df^ YJ _^ 

dzdx l +- dzdyi-i- zdyddy . 
dxydx'-~+-dyï 

fera dzdxVdx^df ' dx ' dix 


ô£ en prenanc dy pour conftante , elle 
zddxVdx' -+- dÿ\ le tout 


divifc f2tdx\ c’eft à dire 


Y4x'--t r dy'- 

dz.dx* -j-dzdxdv 1 — zdyiddx 
dx L Ydx l *+■ dyi 


La différence de - j*— , en prenanc dx pour con. 


Hante, fera dy' -r yddyVdx' -t dy' — tout 

./■• 11 i . » n \ j* ^ dx x dy x -k- dy* +~rdx l ddy 

vife par dx -t- , c eft a dire — ■■ ■ ^ t - 1 &: en 

prenant pour conftante, elle fera -'■L^~Zl d ^-~ x r 


La différence de 


dx 1 -fr- dy i "Y tï - 


161 ou 


J 
'• i 2. 


— dxdjy — 

\dxdjdàj*àx 


nant pour confiante, fera 

Mais il faut obferver que dans ce dernier cas il n il 
pas libre de prendre dy pour conftante, car dans cette it_ 1 - 
pofition fà différence ddy fêroic nulle -, Si par conféquene 
elle ne devroie pas fè rencontrer dans la quantité propo*. 
fée. 

De' finition IL 


> en pre- 

! 

-v- • IJd' fxT^FSp- 


Lorfqu'une ligne courbe j 4 FK eft en partie concave f j6> 

Si en partie convexe vers une ligne droite AB ou vers 54-55. 
un point fixe B S le point F qui fépare la partie concave 
de la convexe, & qui par conféquene eft la fin de l’une 
& le commencement de l’autre, eft appelle point d'infle- 
xion, lorfque la courbe étant parvenue en F continue fon 
chemin vers le même côté: & point de rebrouffement lors 
qu’elle rebrouflè chemin du coté de fon origine. 
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Proposition' II. 

Problème général. 

66 . La nature de la ligne courbe AFK étant donnée, déter- 
miner le point d'inflexion ou de rebrouflement F. 

Fie. ji.55. Supofonsen premier lieu que la ligne courbe AFK aie 
pour diamètre une ligne droite que Tes appliquées 
PM, EF, Sic. foient toutes parallèles entr’cllcs. Si l’on me- 
né par le point F, l’appliquée FE avec la tangente FL ; 6c 
par un point quelconque M de la partie AF, une appli- 
quée MP avec une tangente MT : il eft clair, 
i°. Dans les courbes qui ont un point d'inflexion , que 
la coupée APcroittam continuellement, la partie ATda 
diamètre, interceptée entre l’origine des * 6c la rencontre 
delà tangente, croît auflijufqu’à ce que le point P tom- 
be en E, après quoi elle va en diminuant ; d’où l’on voit 
que AT étant appliquée en P, doit devenir un plus grand 
AL lorfque le point P tombe fur le point cherché E. 

i°. Dans celles qui ont un point de rebrouflement, que 
la partie AT croiflànt continuellement, la coupée AP 
croît auflïjufqu’à ce que le point Z’ tombe en Z, après quoi 
elle va en diminuant ; d’où l’on voit que AP étant appli- 
quée en T’doit devenir un plus grand A E lorfque le point 
T tombe en Z. 

Orlîl'onnomme AE , x s E F, y 5 l’on au ra AL — ^7 — *. 
dont la différence, qui eft — dx (en fupofanc 

dx confiante ), étant di vifée par dx différence de AE, doit 
* An, 47. être* nulle ou infinie 5 ce qui donne — = o ou à l’in- 
fini : de forte que multipliant par dy\ & divifant par — /, 
il vient ddy — o ou à l’infini ; ce qui fervira dans la fuite de 
formule générale pour trouver le point d’inflexion ou 
de rebrouflement F. Car la nature de la courbe AFK 
étant donnée, l’on aura une valeur de dy en dx i 8c pre- 
nant la différence de cette valeur, en fuppofant dx con- 
fiante, on trouvera une valeur de ddy en dx 1 , laquelle 
étant égalée d’abord à zéro , 8c enfuite à l'infini , fervira 
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dans l’une ou l’autre de ces fuppoficions à trouver pour 
AE une valeur telle que l’appliquée EF aille couper la 
courbe au point d’inHéxion ou de rcbrçuilèmenr F. 

L’origine A des x peut être tellement fitué que AL = x 
— aulieude^f* — x, Sc qaeAZoaAE foit«w moin- 
dre au lieu d’être un plusyani: mais comme la conféquen- 
ce eft toujours la même , &que cela ne peur faire aucune 
difficulté, je ne m’y arrêterai pas. 11 eft .1 remarquer que 
AL ne peut jamais être = x -+- ^ , carlorfque le point T 
tombe de l’autre cote du point P, par rapport à l’origine 
Adesx, la valeur de fera négative fui vant l’article io, 

& par conféquent celle de — ^ fera pofitive , de fo rte 
qu’on aura encore en ce cas AE -+■ EL . ou AL =x — y ~. 

La même choie fe peut encore trouver de cette autre ma- 
nière. Il eft clair qu’en prenant ^.vpour confiante, Sc fuppo- Fig. 48.49. 
fant que l’appliquée^ augmente, Sn eft moindre queSFf ou 
queiîw dans la partie concave,& plus grande dans la conve- 
xe. D’où l’on voit que la valeur de Hn {ddy ) doit devenir de 
poiitive négative fous le point d’inflexion ou de rebrouflè» 
ment FiSc partant* qu’elle y doit être ou nulle ou infinie. * Art. 47. 

Suppofons en fécond lieu que la courbe AF K ait pour ap- Fig. 54. jj. 
pliquées les droites BM, BF,BM , qui partent toutes d’un 
même point 2 ?. Si l’on mené telle appliquée.# M qu’on vou. F:g. $6. $7. 
dra, avec une tangente MT qui rencontre j? 7 'perpendi-i_ 
culaire à BM au point T > & qu’ayant pris le point m infi- 
niment près de M , l’on tire l’appliquée Bm, la tangente mt. 

Scia perpendiculaire BtfarBm, qui rencontre MTcnOi il 
eft vifible (enfuppofant que l’appliquée BM , qui devienc 
B m, augmente) que dans la partie concave, j?/furpaiTei? 0 , 

& qu’au contraire elle eft moindre dans la partie convexe 5 
de forte que fous le point d’infléxion ou de rebrouflèmene 
F, la valeur de Or doit devenir de pofirive négative. 

Cela pofé, fi l’on décrit du centre B les petits arcs de Fig. j 6. 
cercle jW\R, 77 ï, on formera les triangles fem blablès mRM , 

MBT, THO,&cles petits fé&eurs femblablesi?jV/Æ, BT H. 

Nommant donc BM,y > MR, dx ; l’on aura mR (iy ) . RM 

H iij 
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(dx) : ; SM (y) .BT=^s ; MR fdx ) . TH = : : TH 

Orfi l’on prend la différence de 2?7Y^y 

en fuppofant/v confiante, il vient Bt — BT ou Ht — 
JtJ ' > & partant OH+Htou Ot 
D’où il fuit en multipliant par dy 1 , &divjfant par dx, que 
la valeur de dx 1 dy' — yddy lera nulle ou infinie lous le 
point d’inflexion ou de rebrouflemcnt F. Or la nature de 
Fis - J4- SS- la ligne /}FK étant donnée, l’on aura des valeurs àcdycn 
dx , &de ddy en dx 1 , lesquelles étant fubftituées dans dx 1 
dy' — yddy, formeront une quantité , qui étant égalée 
d’abord à zéro, & enfuitc à l’infini, Servira à trouver pour 
B F une valeur telle que décrivant du centre B, St de ce 
rayon un cercle, il coupera la courbe sfFK au point d’in- 
flexion ou de rebrouflèment F. Ce qui etoit propofë. 

Tic. 50 . ji. Pour trouver encore la môme chofe d'une autre manière, 
il faut confidércr que dans la partie concave l’angle BmE 
furpafle l’angle Bmn, St qu’au contraire dans la convexe il 
Fig. jo. eft moindre ; St partant que l’angle BmE — Bmn ou Emn, 
ç’cft à dire l’arc En qui en eft la mefure, devient de pofitif 
négatif fous le point cherché F. Or prenant/* pour con- 
fiante, les triangles rééiangles Semblables HmS Hnk, 
donneront Hm (du) . mS (dx) : : Hn (— ddy) .nk—— . 

ou l’on doit obferver que la valeur de H» eft négative , 
pareeque Bm (y) croiflânt, Rm (dy) diminue. Mais à caufe 
des focleurs Semblables BmS , mF.k, l’on aura Bm (y) . mS 
(dx) :: mE(du) . Ek — Si partant Ek-t- kn ou En = 
Fig. j+. ji- . D’où il fuit en multipliant par ydu, St divi- 

Sànt par dx, que du 1 — yddy ou dx 1 dy 1 — yddy doit de* 

venir de pofitive, négative fous le point cherchée. 

Si l’on fuppofe que^ devienne infinie, les termes dx 1 
St dy ! feront nuis par rapport au term cyddy ; & par consé- 
quent la formule dx 1 -+- dy 1 — yddy = o ou à l’infini, fo 
changera en cette autre — yddy = o ou à l’infini , c’eft à 
dire en divifant par — y , ddy = o ou à l’infini , qui eft la 
formule du premier cas. Ce qui doit aufli arriver, puifque 
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L’équation à la courbe cfty — — ; & partant dy 

— . 1 *^ X j , & prenant la différence de cette quantité en 


fuppofanc dx confiante , & l’égalant enfuite à zéro, on 

= o>ce qui nrml- 


trouve 


x xx - 4 - **' — 84 »j txdx % x xx - 4-44 


tipliéparxx-t- & divifé par 2a' dx 1 x xx -t- donne 
xx - 4 - — 4 xx = o, d’où l’on tire AE (x) = ^ /} . 

Si l’on met à la place de xx fa valeur \aa dans l’équa- 
tion à la courbe y — , on trouve EF (y)—^ai de 

forte qu’on peut déterminer le point d’inflexion F fans 
fuppofcr que la courbe A F K foit décrite. 

Si l’on mené AC parallèle aux appliquées EF, & éga- 
ie à la droite données, & qu’on tire CG parallèle à AB , 
elle fera afymptote de la courbe AF K- Car fi l’on fuppo- 
fe x infinie, on pourra prendre xx pour xx -t- aa >'& par- 
tant l’équation à la courbe y = le changera en 

celle-ci y = a. 


Exemple If. 


Soit/ — <* = x — a T . Donc dy = \x — a s dx t 

( f ^ .7 t — 6dx % 

Si ddy = — — a 1 dx 1 = , en prenant dx 

pour confiante. Or fi l’on fuppofe cette fraflion égale à 
zéro , on trouve — 6dx l = o 5 ce qui ne faifânt rien con- 
noîcre, il la faut fuppofcr infiniment grande ; &par corv 
féquenc fon dénominateur 2/ÿx — a 7 infiniment petit ou 
zéro. D’où l’inconnue AE ( x) — a. 


Exemple III. 

Fie. 59. 7°. SoiTunc demi roulette allongée AFK dont la bafe 
B K furpaflc lademi-circonférence^D^du cercle généra- 
teur qui a pour centre le point C. Il s’agit de déterminer 

fur 
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furie diamètre AB, le point E, en forte que l’appliquée EF 
aille rencontrer la roulette au point d'inflexion F. 

Ayant nommé les connues ADB,aiBK,biAB, 2c. & 
les inconnues AE , x } ED, x. > l’arc AD , u i EF, y i l’on 
aura par la propriété de la roulette^ = 1^-4- î & par- 

tant dy=zdn+~ . Or par la propriété du cercle l’on aura 
t=v*cx-xx,d?= du (Vdx^dxJ = — 

Donc mettant pour dz^Zi du leurs valeurs, on trouve dy 
= *‘^rflîx—xx~ t ltX ^ ont IadiflTérence(en prenant*/* pour 
confiante ) donne kc *~ M “ — iu * ix d’où l’on tire«^£ 

fxJ=c + ?,ScCE=f. 

II elt clair qu’afin qu’il y ait un point d’infléxion F, il 
faut que 6 furpaflè** j car s’il étoit moindre, CE furpaflè- 
roit CB. 

Exemple IV. 

7 U On demande le point d inflexion F de la Con- Fig. g*>. 
clioïdc A F K de Nicomede , laquelle a pour pôle le point 
P, & pour afymptote la droite BC. Sa propriété cft: celle 
qu’ayant mené du pôle P à un de lès points quelconques 
F la droite PF, qui rencontre l’afymptote BC en Di la 
partie D/'eft toujours égale à une même droite donnée a. 

Ayant mené /^-/perpendiculaire, &F.£paraIleleài?Ç’ 
on nommera les connues AB ou FD,ai BP,b i & les in- 
connues BE, x i EF, y i & tirant DE parallèle à B A , les 
triangles femblables DEF, P EF donneront DE (.v). LF 

( Vlta — XX ) ; PE ( b +■ x ) . EF (y) = -- 

donc la différence eft dy __ Si donc on 

prend la différence de cette quantité, & qu’on l’égale à 
zéro, on formera l égalité = 

• O ,4.vi 
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qui fe réduit à ■*'-+- ybxx — 2 *ab — o, dont l’une des ra- 
cines fournit pour BE la valeur cherchée. 

Si a —b, l’équation precedente fe changera en cette 
autre x’-h jaxx — 2 a' = 0 , laquelle étant divileepar*-*-//, 
donne xx -+- 2 ax — 2 aa=o> 8c partant BE (x) — — a 
-+- Vyua. 

Autrement. 

En prenant pour appliquées les lignes PF qui partent 
*j4rt. 66. du pôle P , 8c en fe fervant de la formule * yddy — dx 1 
h- dy 1 , dans laquelle dx a été fuppofée confiante. Ayant 
imagine une autre appliquée /’/qui fafle avec PF l’angle 
■F/yinfiniment petit, & décrit du centre Z 7 les petits arcs 
FO, DH, on nommera les connues ; B P, bi&c les in- 

connues PF, y- PD, ^ ; 8c l’on aura par la propriété de 
la conchoïde/ = a , ce qui donne dy — d%. Or à 
caufè du triangle réclangle DA’/’, DB — Vd^—bb i 8cà 
caufe des triangles femhlables DBF 8cdHD, PDH 8c 
PFG, l’on aura DB (’dx^—b'o). BP (b) :: dH ( dzJ.HD 
' ^ÿ=û^ r ^)-PF(^a)::HD(^^ k ).FC(dx) 


b Z. À Z. •+• a bd Z. rv, > t , • ^ J J ïiïVu — bb 

= • D 011 1 on t,rc d *< ou J y =- 

dont la différence efl ( en fuppofant dx confiante } ddy 

_ bi — «!>' V <u<lx bi' ntt> — *i't. x rfy en rnet- 

bX-b-nb'yî^— bb bl-t- «A 1 

tant pour </s^fà valeur. Donc fi l’on fubflitue dans la 
* jlrt. 66. formule générale * yddy = dx 1 -+- dy' à la place de 

valeur ^ V a, 8c de dy 8c ddy les valeurs que l’on vient 
de trouver en dx 8c dx 1 ; on formera cette équation 


= j fe ré(Juit - 

bx. •+• *b Dy-ir *b * 

_ *bbz^ — abb — o, dont l’une des racines augmentée 
de a fournit la valeur de l’inconnue PF. 

Si a = 6 , l’on aura 2^—;aa^—a' — o, qui étant divi- 
fée par ^-4- a, donne 7^—4 ^ — -‘~o, dont la rcfolu- 
tion fournit PF ( s^-+- ) — {4 •+■ {4 V y = 
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Exemple V. 


7*- Soit une autre efpecc de Conchofdc AF K , telle Fig. 6 ®. 
qu’ayant mené d’un de les points quelconques F au pôle 
P la droite PF qui coupe l’afymptote PC en D, le rc&an- 
gleT’Dx DF foit toujours égal au meme rectangle PP x 
PA. On demande le point d’inflexion F. 

Si l’on nomme les inconnues PE , x > EF, y -, fcles con- 
nues A P, a-, PP,b , on aura PD xDF—ab-, Si les paral- 
lèles 2?D, EF donneront T 7 23 x DF { ab ) . PP x PF, ( bx ) 

: : Pp' ( bb ■+• i bx X* ■+• yy ) . PE' ( bb -+- 2 bx xx ) ■ 

Donc bbx zbxx -t- h- yyx =■ abb -+■ 2 abx i- axx , ou 

yy __ xhb -4- ixtx -t- xxx — tbx — lixx — x' g iy =■ b X V fr - 

c= Vax — xx b V*-~^ , donc la différence donne dy 


& prenant encore ]a différence, 


on forme l'égalité 


\iau — xxx — X dx l 
4MXX — 4-V* X y xx — x‘ 


o, qui fe réduit 


à * =- — —y— r valeur de l’inconnue PE. 

* -4- 4» 

Si l’on fait — ** ix ±y xxix J lr —‘ ix valeur de Régala zéro, 
uW*-« 

l’on aura. xx ~ </x -+- :=:=: 0 > donc les deux racines 

* +-yxa — t*i & x — Yxx — fnumiffent, lorfque a fur- 

4 4 

paffe^, deux valeurs de P H &CPZ, telles que l'appliquée Fig. 6\. 
HM cft moindre quefes voifines, & l’appliquée Z A'plus 
grande , c’eft à dire que les tangentes en Af & 2V feront 
parallèles à l’axe AP i Si alors le poinc £ tombera entre 
les points H & Z. 

Mais lor/que<* = S b, les lignes .Z?.?/, PE, PL feront ega- I0, < ’ 1, 
les chacune à ~a ; & alors la tangente au poinc d’infle- 
xion F fera parallèle à l’axe AP. Et enfin lorfque a cfl: 
moindre que 8b, les deux racines feront imaginaires , £c 
par confcquent il n’y aura aucune tangente qui puiiïe être 
parallèle à l'axe. 

lij 
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On pourroit encore réfoudre cette queflion en prenant 
pour appliquées les lignes PF, P/, qui partent du pôle P, 
& en fe fervant de la formule yddy = dx l -t- dy\ comme 
l'on a fait dans l’éxemple précédent. 


Exemple VI. 

7 b S o i t un cercle AED qui ait pour centre le point 
P, avec une ligne courbe AFK telle qu’ayant mené à dif- 
crétion le rayon BFE, le quarré de FE foit égal au récian- 
gle de l’arc AE par une droite donnée b. Il faut détermi- 
ner dans cette courbe le point d’infléxion F. 

Ayant nommé l’arc AE, s;; le rayon BAouBE, aiSi 
l'appliquée B F, y j on aura bz. —aa — 2*y-*-yy, & {en pre- 
nant les différences ) ï y4 >'~^ — dt^= Ee. Or à caufe 

des fédeurs femblables BEe , BFG, on fera BE (a) . B F 
(y) :: Ee . FG (dx ) dont la 


différence, en fuppofantix confiante, donne * ydy 1 — 2ady l 
•+- 2yyddy — 2ayddy = o i 5c partant yddy = - 7 ' ~ 

Si donc on fubftirue à la place de dx l Si yddy leurs valeurs 
en dy l dans la formule générale*y<Wy= dx‘-i-dy L y on forme- 
ra l’équation *£=»£ = ^■< r ‘ ~ +- 

qui fe réduit à fÿ — izafari2aay' — ^a'yy-y- yaabby — za'bb 
— o, dont la réfolution fournira pour j3 F la valeur cher- 
chée. 

U eft évident que la courbe AFK , que l’on peut appel- 
ler une Spirale parabolique ,doit avoir un point d’infléxion 
F. Carlacirconférence^FDne differanrpas d’abord fen- 
fiblcmentde la tangente en A , il fuit de la nature de la 
parabole qu’elle doit d’abord être concave vers cette tan- 
gente, Si qu’enfuite la courbure de la circonférence au- 
tour de fon centre devenant fcnfible, elle doit devenir con- 
cave vers ce centre. 
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Exemple VII. 

74' Soit une ligne courbe AF K qui ait pour axe la jr, G 
droite AB, dont la propriété foit telle qu’ayant mené une 
tangente quelconque F B qui rencontre AB au point B , 
la partie interceptée AB Toit toujours â la tangente B F en 
railon donnée de m à n. 11 eft queftion de déterminer le 
point de rebrouflement F. 

Ayant nommé les inconnues 6c variables AE,x,EF, y > 
l’on aura EB = — pareeque x croiffant,/ diminue ) , 

F B ‘ . Or par la propriété de la courbe, AE 

■+-EB ou AB )• B F ) ::m .n. Donc 

mvàx -f dy- = ~L _ „d x> & f a différence donne^ T^ - ^^ ; 

— ■ y- en fuppofant dx confiante 6c 

négative; d’où l’on tire iiy = pZT 

Maintenant fi l’on fait cette fra&ion égale à zéro , on 
trouvera — ydx — xdy=o> ce qui ne fait rien connoî- 
tre. C’eft pourquoi il faut fuppolèr cette fraélion éga- 
le à l’infini , c’eft â dire fon dénominateur égal à zéro; 

ce qui donne Vdx ’ h- dy 1 = "' y -~ = ” xd ? i caufe de 
l’équation à la courbe, d’où l’on tire </*= Or 

quarrant chaque membre de l’équation mydy—nxYax - -*-dy l , 

j dyt'mmvY — nnxx nnxxdy — mmyydy 

on trouve encore dx = - 1 1 = 

nx nnxy 

d’où l’on tire enfin ys/mrn — nn—nx } ce qui donne cette 
conftruclion. 

Soit décrit du diamètre AD — m , un demi-cercle AID î 
6c ayant pris la corde D/=«, foit tirée l'indéfinie^/. Je 
dis qu’elle rencontrera la courbe AFK au point de re- 
brouflèment F. 

Iiij 
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Car ayant mené / H perpendiculaire à AB, les triangles 
rectangles feniblablesD/.Æ, J H A, FEA donneront!)/ 
( n) . 1 A (y/mm — nn ) : JH. HA :: FE (y J . FA (x) . 
fie partant y y/mm — nn = nx qui étoit le lieu à con- 
ftruire. 

11 eft clair que B F eft parallèle à DI, puifque AB . B F 
:: AD (m) . DI (n). d’où il fuit que l’angle AFB eft 
droit j 5c partanc que les lignes AB,BF, BE lont en pro- 
portion continue. 

On peut trouver cette même propriété fans aucun cal- 
* Art 6y. cu | ^ f, |’ on imagine * au même point de rebrouflcment F 
deux tangentes!/?, F b quifaflent cntr’elles un angle BFb 
infiniment petit. Car décrivant du centre F le petit arc 
BE, on aura;», n :: Ab. b F :: AB . B F •.-.Ab — AB ou 
Bb . b F — B F ou bL :: B F . BE . à caufc des triangles re- 
ctangles fcmblables BbL , FBE. Donc, &c. 

Si m = « , il e(t évident que la droite AF deviendra 
perpendiculaire fur l’axe AB> fie qu’ainfi la tangente!/? 
fera parallèle à cet axe ; ce que l’on fçait d’ailleurs devoir 
arriver , puifqu’en ce cas la courbe AF doit être un demi- 
cercle qui ait fon diamètre perpendiculaire (ur l’axe A B. 
Mais fi m étoit moindre que », il cft évident qu’il n’y au- 
roit aucun point de rebrouflcment, parcequ’alors l’cqua- 
tion^V>»/« — nn = nx renfermeroit une contradiction. 
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Section V. 

^f a gt du calcul des différences pour trouver 
les Développes. 

Définition. 

S I l’on conçoit qu’une ligne courbe quelconque BD F Tic. tfj. 

concave vers le même côte , fuit envelopee ou en- 
touréed’unfil ABDF, dontl’une des extrémités loir fixe 
en /■, & l’autre (oit tendue le long delà tangente B A , 2c 
que l’on fa(Te mouvoir l’extrémite^/ en la tenant toujours 
rcndue&endévelopant continuellement la courbe B D F ; 
il eft clair que l’extrémitc A de ce fil décrira dans ce mou- 
vement une ligne courbe A H K. 

Cela pofe , la courbe B DF fera nommée la Dcvclopce 
de la courbe AHK. 

Les parties droites AB, HD , KF du fil ABDF feront 
nommées les râpons de la dcvclopée. 

Corollaire I. 

75- D e ce que la longueur du fil ABDF demeure tou- 
jours la même, il fuit que la portion de courbe BD eft 
égale à la différence des rayons DH, B A qui partenede 
les extrémités ; de même la portion DF fera égalé à la dif- 
férence des rayon sFK,DH ; Scia courbe entière BD F à 
la différence des rayons FK, B A. D’où l’on voit que fi le 
rayon B A de la courbe étoit nul, c’eft à dire que fi l'ex- 
trémité A à u fil tomboit fur l’origine B de la courbe /?/)/■, 
alors les rayons de la dcvelonéc DH. F K (croient égaux 
aux portions BD, BDF de la courbe BDF. 

Corollaire II. 

7 6 ' St l’on confidérela courbe BD F comme un poligo- Fie .66. 
ne JÎCDÆfd’une infinité de côtés; il eft elairque l’extré- 
mité^ du fil ABCDEF décrit le petit me AG qui a pour 


Digitized by Google 


■ji Analyse 

centre le pointe, jufqu’à ce que le rayon CG ne faflè plus 
qu’une ligne droite avec le petit côté CD voifin de CJBi 
Se de même qu'elle décrit le petit arc GH qui a pour cen- 
tre le point D , jufqu’à ce que le rayon DH ne rafle plus 
qu’une droite avec le petit côté DE', Se ainfi de fuite juf. 
qu’à ce que la courbe BCDEF foie entièrement dévclo- 
péc. La courbe AHK peut être donc confédérée com- 
me l’aflèmblage d’une infinité de petits arcs de cercle 
AG, GH, HJ, 1K, Sec. qui ont pour centre les points C, 
D, E, F, Sec. D’où il fuit, 

r u . Que les rayons de la dévclopée la touchent con- 
tinuellement comme DH en D , KF en F, Sec. Et qu’ils 
font tous perpendiculaires à la courbe A H K qu’ils décri- 
vent, comme DH en H,FKen K, Sec. CarD//,paréxem- 
ple, eft perpendiculaire fur le petit arc GH Se fur le pe- 
tit arc HJ , puifqu’elle paflè par leurs centres D , E. D’on 
Fio. l’on voit, x°. que la developce BDF termine l’efpace où 
tombent toutes les perpendiculaires à la courbe AHK . 
2 0 . Que fi l’on prolonge un rayon quelconque HD qui 
coupe le rayon AB en R , jufqu’à ce qu’il rencontre un 
autre rayon quelconque KF en 5, l’on pourra toujours 
mener de tous les points de la partie RS deux perpendi- 
culaires fur la courbe AHK , excepté du point touchant 
» Dduquel on n’en peut mener qu’une feule, fçavoir DH. 

Car il eft clair que l’intcrfèâion R des rayons A B, DH par- 
court tous les points de la partie RS, pendant que le rayon 
AB décrit par fon extrémité A la ligne AHK fur laquelle 
il eft continuellement perpendiculaire: Se que les rayons 
AB, HD ne fe confondent que lorfque l’interfeiftion R 
tombe fur le point touchant D. 

Fsg. 66. i°. Que fi l’on prolonge les petits arcs HG en /, JH 

en m, KJ en n , Sec vers l’origine A du dévelopcmcnt, 
chaque petit arc comme ///touchera en dehors fon voi- 
fin HG, pareeque les rayons CA, DG, EH, FJ vont tou- 
jours en augmentant, à mefure quelespetitsarcsquicom- 
pofent la courbe ////A', s'éloignent du point-/. Par la même 
raifon fi l’on prolonge les petits arcs WG en o, GH en />, 

HJ 


f 
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HJ en 7 , vers le côte oppofé au point A -, chaque petit 
arc comme H1 touchera en deflôus fôn voifin IK. Or puifl 
que les points T7&7, Z> 6 c£pcuvent êtreconfidéres com- 
me tombant l'un fur l’autre à caufc de l'infinie pctircflc 
tant de l’arc 77/, que du côté DE 5 il s’enfuit que fi l’on 
décrit d’un point quelconque moyen D de la dévelopée 
BD F comme centre, & de fbn rayon DH un cercle mHp, 
il touchera en dehors la partie HA qui tombera toute 
entière au dedans de ce cercle, & en dedans de l’autre 
parrie HK qui tombera toute entière au dehors de ce 
même cercle : c’eft à dire qu’il touchera 6 c coupera la 
courbe AH K au meme poinc H, de même que la tangen- 
te au point d’inrïcxion coupe la courbe dans ce point. 

3 °. Le rayon HD du petit arc 77G, ne différant des 
rayons CG, £77desarcsvoifinsGy7, 77/, que d’une quan- 
tité infiniment petite CD ou DE 5 il s’enfuit que pour peu 
qu’on dimipue le rayon Z) 77, il fera moindre que CG, & 
qu’ainfi fon cercle touchera en deflôus la partie HA ; êc 
qu’au contraire pour peu qu’on l’augmente , il furpaflera 
HE , & qu’ainfi fon cercle touchera en dehors la partie 
HK : de forte que le cercle mHp eft Je plus petit de rous 
ceux qui touchent en dehors la partie 77^7, & au contrai- 
re le plus grand de tous ceux qui touchent en dedans la 
partie H K •• c’eft à dire qu’entre ce cercle & la courbe on 
n’en peut faire paflër aucun autre. 

4 . 0 . Comme la courbure des cercles augmente à pro- 
portion que leurs rayons diminuent , il s’enfuit que la 
courbure du petit arc 77/ fera à la courbure du petit arc 
AG réciproquement comme le rayon B A ou CA de ce 
dernier eft à fon rayon DH ou EH: c’eft i dire que la cour- 
bure en 77 de la courbe A HK fera à fâ courbure en ^com- 
me le nyoaBA au rayon DH, 6 c de même que la cour- 
bure en K eftàla courbure en 7/commelerayon 7 ) 77 eft 
au rayon FK. D'où l’on voir que lacourbure de la ligne 
AH K diminue continuellement à mefure que la ligne 
B DF fe dcvclope ; de forte qu’au poinc A , où commence 
ledéveiopement, elle eft la plus grande qu'il eft poflîble ; 
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£c au point K , où je fuppofe qu’il cefTe, la plus petite. 

5 °. Que les points de la dévclopée ne font autre cfaofe 
que le concours des perpendiculaires menées par les ex* 
trémités des petits arcs qui compolènt la cogrbe si H K. 
Par exemple ,1c point D ou E eft le concours des perpen- 
diculaires WD, JE du petit arc HJ-, de forte que fi lacour. 
beAHK eft donnée avec la pofition d’une defes perpendi- 
culaires HD, pour trouver le point D ou E , où elle tou. 
che la dévelopce, il ne faut que chercher le point de 
concours des perpendiculaires infiniment proches HD, 
/£: c'eft ce qu’on vaeniêigner dans le Problème qui fuit. 

Proposition I. 

Problème général. 

• 67 * 7 7* La nature de la ligne courbe AMD étant donnée avec 
une de je s perpendiculaires quelconque M C ; déterminer la lon- 
gueur du rayon MC de fa dévclopée : c' eft à dire le concours 
des perpendiculaires infiniment proches MC, mC. 

Suppofonscn premier lieu que la ligne courbe AMD ait 
pour axe la ligne droite AB fur laquelle les appliquées 
P mY oient perpendiculaires. On imaginera une autre ap- 
pliquée mp, qui fera infiniment proche de MP ; puifque 
le point m eft fuppofé infiniment près de M. On mène- 
ra par le point de concours C une parallèle CEàY&'kzAB, 
laquelle rencontre les appliquées MP, mp aux points E, e. 
Enfin menant MR parallèle à AB, on formera les trian- 
gles ré&angles femblables MRm, MEC j car les angles 
EMR , CMm étant droits, Sc l’angle CMR leur étant 
commun, l’angle EMC fera égal à l’angle RMm. 

Si donc l’on nomme les données AP, xi PM, y ; l’in- 
connue ME, Z, > l’on aura Ee ou Pp ou MR. = dx, Rm=dy 
=dz. Mm — Vdx 1 -*- dy'i & MR (dx ) . Mm()/dx'-x dy ) 
: : ME (zj . MC = . Or le point C étant le cen- 

tre du petit arc Mm , fon rayon CM qui devient Cm lorfi 
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que £ M'augmente de fa différence Rm, demeure le même. 
Sa différence fera donc nulle : ce qui donne ( en fuppo- 


fant dx confiante 


d>où ]on tire 

UxViixL-i- dy x 


ME (<) = 'Tjdy — = iX l^uy ~ en mettant pour fa 
valeur dy. 

Suppofons en fécond lieu que les appliquées BM,Bm Fig. 
partent toutes d’un même point i?. Ayant mené du point 
cherché C fur les appliquées, que je fuppofe infiniment 
proches, les perpendiculaires CE, Ce, & décrit du centre 
B le petit arc MR\ on formera les rriangles réélangles 
femblables RMmSi EMC,BMR,BEG Si CcG. C’eft pour- 
quoi nommant BM,yi ME , zj MR,dxi on aura Rm 

— dy , Mm = Vdx' dy\ CE ou Ce = ~~ , 8i MC 

— dy • On trouvera enfuitc, comme dans le pre- . 


mier cas, z== dldi 


iyddy — • ° r ZM (y ) . Ce (%Lj MR 
(dx) .Ge = ~ Si me — ME ou Rm — Ge = dz. 

Donc en mettant cette valeur à la place dea^, l’on aura 
ME (z)=—JÈL±Ji Ù— 

M dyi — yddy ' 

Si l’on fuppofe que^ foit infinie, les termes dx 1 8c dy * 
feront nuis par rapport àyddyi 8c par conféquent cette 
derniere formule le changera en celle du cas précédenr. 
Ce qui doit aulfi arriver; puifque les appliquées devien- 
nent alors parallèles entr'elles, & que l’arc MR devient 
une droite perpendiculaire fur les appliquées. 

Maintenant la nature de la courbe AMD étant donnée, 
on trouvera des valeurs de dy 1 Si ddy en dx 1 , ou de dx 1 8c 
ddy c n dy\ lefquelies étant lubftituées dans les formules 
précédentes , donneront pour ME une valeur délivrée des 
différences. Si entièrement connue. Et menant EC perpen- 
diculaire fur ME , elle ira couper MC perpendiculaire à 
la courbe, au point cherché C. Ce qui étoit propofé. 
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Corollaire I. 

Fis. 67.68. 78. A caufedcs triangles ré&angles femblables 8c 
jW£C,l’on aura dans le premiercasÀ/C= — - 

& dam le fécond cm A,c=ÆSg^2. 


Rimai qju e. 

79* T l y a encore plufieurs autres manières de trouver 
les rayons de ladévelopée. J’en mettrai ici une partie, 
afin de donner differentes ouvertures à ceux qui ne polle- 
dent pas encore ce calcul. 

Premier cas pour les courbes dont les appliquées font 
perpendiculaires À l axe. 

Fia. 67. Première manière. Soit prolongée MP en G où elle 
rencontre la perpendiculaire mC. Les angles droits 
MR>», MmG donneront RG — ^ ; 8c par conféquent MG 

= -■ * f-- ■ Or à caufe des triangles femblables MRm, 

les points q marquent les interférions des 
perpendiculaires infiniment proches MC , mC avec l’axe 

ai B ) il vient , Pg = & , & partant 

4 £>pp=> e -ir‘~-> dont la différence donne ( en prenant dx 
pour confiante) Qq — dx -s- d ÏC+ï*iL-, & à caufe des trian- 
gles femblables CMG.Cfy, l’on auraA/C— Q.q(' =3 ^ 1 ). MG 

(**£*) * MJl( !SÎSÏ) ,MC= gsggfgg. 

Seconde manière. Ayant décrit du centre C le petit 
arc£>p, les petits triangles réélangles^py, MRm feront 
femblables , puifque Mm,^ 0 &c MR , Qq font parallèles { 

& partant Mm (/ 2 éW/j. MR (dx):: Qg ( J . 

£0 Or les fc&eurs femblables CMm, 
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CJÜO donnent Mm — . Mm {y/dx ( 

::MQ f 


J7T* 


- u -)' MC — dxdiy - 


•dy 1 


I / / 

Troifiéme maniéré. Menant les tangentes infiniment 
proches MT, mt , on aura / , 7 * — AP ou AT =-^r *» 

dont la différence donne 77= — - -, Sc décrivant du 
centre ?» le petit arc TH, on formera le triangle rédan- 
HTt(emb\zb\eiRmM, car les angles HtT, RMmow 
PTM font égaux, ne différant entr’eux que de l ’angle Tm t 

qui eft infiniment petit 5 ce qui donne Mm ( Vdx‘ -¥-dy 1 )- 
»* (d„) .... fl- Or les Ci. 

âeurs7'w7-f,A/C?» font fembIables,carrangIe 7 >»r+-^/?»C 
vaut un droit , &. l’angle MmC MCm vaut aufîi un droit 
à caufe du triangle ÇMm confiderc comme rédangle en 

M. Donc TH ( - . Mm (Vdx^Tjÿ) : : Tm 


ou 


TM (J- 


fYdx lm 4r dy 1 


Ty ) • MC— Z_ dxddy 

Quatrième manière. On marquera * les différences ie- * Art. 64. 
condes en prenant dx pour confiante ; & les triangles ré- Fie. 69. 
dangles femblables HmS , Hnk donneront Hm ou Mm 
( dx 1 dy l } . mS ou MR ( dx ) : : Hn ( — ddy ) . nk 


dx 1 -*- d~ 1 ‘Vdx 1 dy 1 


= — ~J LJL.= . Or l’angle kmn eft égal à celui que font 

entr’elles les tangentes aux points M,m i & partant com. 
me l’on vient de prouver, égal à l’angle MCm > d’où il fuit 
que les fédeurs nmk,MCm font femblables, & qu’ainfi nk 

{ — ) . mk ou * Mm ( y/ dx 1 ) : .* Mm * Art. u 

(Vdx'+df). MC — 1 ° n P rCnd mH 

ou Mm pourwiÆ, parcequ’elles ne différent entr’elles que 
de la petite droite Hk infiniment moindre qu’elles ; de 
meme que Hn eft infiniment moindre que Rm ou Sn. 

’ Kiij 


7 * 
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Second cas pour les courbes dont les appliquées partent 
d'un même point fixe. 

Fi«. 6 t. Première manière. Ayant mené du point fixe B les per- 
pendiculaires B F, 5 /fur les rayons infiniment proches CM, 
Cmi les triangles rédangles mMR.,BMF y <\a\\ont fembla- 
bles (puifqu’ajoiirant aux angles mMR,BMF le même an- 
gle.F.M.R.ils compoiènt chacun un angle droit), donneront 

MF ou 8c B F— -==^L— .dont la diffé- 

y dx L U y- Vrfar 1 -4" dy 1 

rence( en prenant dx pour confiante) efl /?/ — B F ou Hf 


— d ~ . Orà caufe des fédeurs femblables 

CMm,CHf, on forme cette proportion Mm — Hf -Mm 
:: MH. MC , ^partant 

* an. (4. Seconde manière. On marquera * les différences fêcon- 
Fic. 70. des en fuppofant dx confiante s & les fédeurs femblables 
BmS,mEkdonncront Bm (yj . mS (dx) :: mE(y/dx l -\rdy L ) . 
Ek=i d ' v ‘ i 1 ' ■ 1 . Or à caufe des triangles rédangles 

femblables HmS, Hnk, l’on aura H mon Mm (Vdx dy l )~ 
mS ou MR ( dx) : : Hn ( — ddy ) . nk = ~ d ~l — r c 

' ' yuxi + dyi' 111 

dx* -V* dxdv* — vdxddv 

partant En— — ; & prenant une troifié- 


me proportionnelle à En, Emou Mm, les fédeurs fem- 
blables Emn, MCrn donneront pour MC la même valeur 
qu’auparavant. 

Si l’on nomme Mm ( fdx' -t- dy 1 ), du ; Si qu’on pren- 
ne dy pour confiante au lieu de dx, on trouvera dans 
le premier cas MC = , & dans le fécond MC 

= TBFii +ydJï dï ' en ^ n ^ l’ on prend du pour confian- 


te , il vient dans le premier cas MC — ou 
( pareeque la différence de dx 1 dy 1 = du' dl dxddx 
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■ dyddy = o,&c qu’ainfi ) ; & dans le fécond , 


Corollaire II. 

S°'Comme l’on ne trouve pour ME ou MC qu’une Fie. 71. 
feule valeur, il s’enfuit qu’une ligne courbe AMD ne peut 
avoir qu’une feule dévelopée BCG. 

Corollaire III. 

Si* Si la valeur de ME ou Fi<5 -^ 7 -<s*- 

cfl pofitive, il faudra prendre le poinc E du même coté 
de l'axe AB ou du point B, comme l’on a fuppofe en fiai- 
fanc le calcul , d’où l’on voit que la courbe fera alors con- 
cave vers cet axe ou ce point. Mais fi la valeur de ME 
efl négative , il faudra prendre le point E du côté oppo- 
fé 5 d'où l’on voit que la courbe fera alors convexe. De 
forte qu’au point d’infléxion ou de rebrouflement qui fè- 
pare la partie concave de la convexe, la valeur de ME 
doit devenir de pofitive négative; & partant les perpen- 
diculaires infiniment proches ou contiguës doivent deve. 
nir de convergentes divergentes. Or cela ne fe peut fai- 
re qu’en deux manières. Car ou elles vont en croiflànt à 
mefure qu’elles approchent du point d’infléxion ou de 
rebrouflement; & il faudra pour lors qu’elles deviennent 
parallèles , c’cfl à dire que le rayon de la dévelopée foie in- 
fini : ou elles vont en diminuant ; 8c il faudra néceflaire- 
ment alors qu’elles tombent l’une fur l’autre, c’efl i dire 
que le rayon de la dévelopée foie zéro. Tout ceci s’ac- 
corde parfaitement avec ce que l’on a démontré dans la 
féélion précédente. 

R. E m A r qju E. 

82- Comme l’on a cru jufqu’ici que le rayon de la 
developée étoic toujours infiniment grand au poinc d’in- 
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flexion , il efl à propos de faire voir qu’il y a , pour ainfi 
dire, une infinité de genres de courbes qui ont toutes 
dans leur point d'inflexion le rayon de la dévelopée égal 
à zéro ; au lieu qu’il n’y en a qu’un fcul genre dans lequel 
ce rayon foit infini. 

Fie. 71. Soit Æ^/Cunedes courbes qui ont dans leur point d’in- 
. flexion A le rayon de la dévelopée infini. Si l’on dévelopc 
les parties B A, AC, en commençant au point A \ il cft clair 
qu’on formera une ligne courbe DAE qui aura auffi un 
point d’inflexion dans le même pointé, mais dont le rayon 
de la dévelopée en ce point fera égal à zéro. Et fi l’on 
formoic de la meme fofte une rroilicme courbe par le 
dévelopcmcnt de la féconde DAE , &: une quatrième par 
le dcvclopemcnt de la troificme, & ainfi de fuite à l’in- 
fini j il cft clair que le rayon de la dévelopée dans le point 
d’infléxion A de toutes ces courbes, fèroic toujours égal 
à zéro. Donc , &c. 

Proposition II. 
Problème. 

Frc. yi, 85. '"J"' a o U V E R dans les Courbes AMD, où taxe A B fait 
avec la tangente en A un angle droit , le point B où cet axe 
touche la dévelopée' BCG. 

Si l’on fuppolê que le point M devienne infiniment près 
du fommet A, il efl clair que la perpendiculaire ren- 
contrera Taxe au point cherché B id’où il luit que fi l’on 

cherche en général la valeur de PQj,^~) en x ou en y , 

& qu’on fafle enfuire x ou y = 0 , on déterminera le 
point P à tomber fur le point A , & le point Q fur le 
point cherché B > c’eft à dire que PQ^ deviendra alors 
égale â la cherchée AB. Ceci s’éclaircira par les éxem- 
ples qui fuivent. 

Exemple I. 

Fig. 7 i. S4. S o 1 t la courbe AMD une Parabole qui aie pour 

para- 
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Pour trouver â préfent le point B où l’axe AB touche 
la dévelopée BCG. On a PQjfy) = \a. Or comme 
cette quantité eft confiante, elle demeurera toujours la 
même en quelque endroit que le trouve le point M. Et 
ainfi , lorfqu’il tombe fur le fommetv^, l’on aura encore 
/’J^qui devient en ce cas AB — ~a. 

Pour trouver la nature de la dévelopée BCG à la ma- 
nière de Defcartes. On nommera la coupée BK,ui l’ap- 
pliquée /CC ou P E y a, d’où l’on aura CK(t) 

& AP ■+- P K — AB(u )=px> mettant donc pour x Ta va- 
leur {# dans l’équation t ~ , l’on en formera unë 

nouvelle 2yatf= /du' qui exprimerai relation de2?Aà 
KC. D’où l’on voit que la dévelopée BCG de la parabole 
ordinaire eft une fécondé parabole cubique dont le para- 
métré eft égal à —■ du paramétré de la parabole donnée. 

Fie. 7j.- Il eft vifible que la dévelopée CBC de la parabole com- 
mune entière MAM a deux parties CB,BC qui ont leurs 
convexités oppofées l'une à l’autre, de forte qu’elles for- 
ment en B un point de rebroulîement. 

Avertissement. 

Fio. 71. On entend par courbes géométriques AMD, BCG celles 
dent la relation des coupées AP, B K aux appliquées PM, KC, 
fe peut exprimer par une équation où il ne fe rencontre point 
de différences i & on prend pour géométrique tout ce qu'on 
peut faire parle moyen de ces lignes. L'on fuppofe ici que les 
coupées & les appliquées [oient des lignes droites, 

Corollaire. 

ILorsque la courbe donnée AMD eft géométri- 
que , il eft clair que l’on pourra toujours trouver ( comme 
daus cet éxemplc ) une équation qui exprime la nature de 


I 
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fa dévclopce 2 ?CGî & qu’ainfi cette dévclopée fera aufli 
géométrique. Mais je dis de plus qu’elle fera résiliable, 
c’eft-à-dire qu’on pourra trouver géométriquement des 
lignes droites égales à une de lès portions quelconque 
Bd car il eft évident *que l’on déterminera avec le fecours 
de la ligne AMD , qui eft geométrique,fur la tangente CM 
de la portion BC, un point M tel que la droite CM ne dif- 
férera de la portion .ÆCque d’une droite donnée AB. 


Exemple II. 

86. Soit la courbe donnée MDM une hyperbole en- 
tre les afymptotes, qui ait pour équation **~xy. 

On aura ~ — x, — dx,Sc fuppofant dx con- 
fiante,* ~~ 0 ; d’où l’on tire ddy — i -y- > 8c 

mettant cette valeur dans - ^“^ -.il vient* ME-=^^ d j^-: 

de forte que EC ou P K = — ^~ — Ce c l u ‘ donne ces 
conftruclions. 

Soit menee par le point T où la tangente MT rencon- 
tre l’afymptote AD, la ligne T S parallèle à MC & qui ren- 
contre MP prolongée en 5 ; foit prife ME égale à la 
moitié de MS de l’autre côté de l’afymptote ( que l’on re- 
garde ici comme l’axe) parccqucfa valeur eft: négative; 
ou bien foit prife PK égale à la moitié deTf? du même 
côté du point T : je dis que fi l’on mene EC parallèle ou 
KC perpendiculaire à l’axe 1 elles couperont la droite MC 
au point cherchée. Car il eft clair que MS — 

Si l’on fait quelque attention fur la figure de l’hyper- 
bole MDM , on verra que fa dcvelopée CZCdoit avoir un 

f >oint de rebrouflement Z, de même queladévelopée de 
a parabole. Pour le déterminer je remarque que le rayon 
DL de la dévelopéc eft plus petit que tout autre rayon 

Lij 


'Art. 


Fig. 74. 

'Art. 1. 

* Art. 77. 
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*Art. 78. MC ; d’où il fuit que la différence de Ton cxpreiïion * 

* S:tl. f. d.-. ■ r ï^-4-^t ou ZE± 2 iî fera*nullc ou infinie. Ce 

— dxddy OU — dxddy 

qui donne , en prenant toujours dx pour confiante , 
1 ? 

p- ^dndyddf-dx' + iy'- * + dxdddydx* + dyi * ^ ,, , 

-dïdd ,< — =° ou 00, d ou en 


divifantpar dx'-t-dy 1 *, & multipliant enfuitc par dxddy 1 , 
on tire cette équation dx'dddy dy'dddy — jdyddy' => o 
ou 00 , qui fe rvira A trouver pour x une valeur AH telle 
que menant l’appliquée HD&c le rayon DZ de la dé vélo, 
pée, le point Z fera le point de rcbrouflèment cherché. 


On a dans cet exemple _y = — dy — r 


— **dx 


, ddy 


t *adx* j jj —+6*Mdx* n ^ 

“ ^ C çlt pourquoi mettant ces va r 

leurs dans l’équation précédente, on trouve AH (x )^=*. 
D’où il fuit que le point D efl le fômmet de l'hyperbole, 
& que les lignes AD,DZ ne font qu’une mêmearoitc^fZ 
qui en efl l’axe. 


Exemple III. 

Fts.71.74- 87. Soit l'cquation générale y m = * qui exprime la 
nature de toutes les paraboles à l'infini lorlquel’expolanc 
m marque un nombre pofitif entier ou rompu, & de toutes 
les hyperboles lorfqu’il marque un nombre négatif 
On aura my m "‘dyx=sdx dont la différence donne, en 
prenant dx pour confiante, mm — nîÿ m ~ ‘ dy 1 mv m ~' 

ddy =o-, tien divifant par my" ~ i 1 vient — ddy == "~'£ J 
* Art. 77. d’où mettant cette valeur dans , on tirera * ME 

= i 8c partant EC ou P K — 

m—idy* m—\ix ot—-~ïdy ' 

Ce qui donne ces conflrudions générales, 

Soit menée par le point T où la tangente MT rencon- 
tre l'axe AP, la ligne T S parallèle à MC Ce qui rencontre 
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MP prolongée au point Si foie prife ME = -~- i MS , 
ou bien foit prife PK TQj il eft clair que fi l'on 

mene parle point £ une parallèle, ou parle point K une 
perpendiculaire ï l'axe , elles rencontreront MC au point 
cherché C. 

Si m eft négatif, comme il arrive dans les hyperboles , 
la valeur de ME fera négative; & par confequenr elles 
feront convexes vers leur axe qui fera alors une alÿmpto- 
te. Mais dans les paraboles où m eft poficif, il peut arri- 
ver deux cas. Car ou m fera moindre que /,& alors elles 
feront convexes du côté de leur axe , qui fera une tan- 
gente au fommet : ou m furpaflè j. St alors clics feront 
concaves vers leur axe qui fera perpendiculaire au fbm- 
met. 

Pour trouver dans ce dernier cas le point B où l’axe 
AB touche la dévelopée. On a PQ(j^) — ce 

qui donne trois diflferens cas. Car ou m=2, ce qui n’arri- 
ve que dans la parabole ordinaire , & alors i’expofant dey 
étant nul, cette inconnue s’évanouit ; & par confequcnt 
AB = c’eft-à-dirc à la moitié du paramétré. Ou m eft 
moindre que a , & alors l’expofant de y étant pofitif, 
elle fe trouvera dans le numérateur, ce qui rend i en l’é- 
galant * à zéro) la fraélion nulle: c’eft-à-dire que le point 
B tombe en ce cas fur le point A comme dans la fécondé 

f arabole cubique axx —y'- Ou enfin m furpafle a , & alors 
expofant de y étant négatif, elle fera dans le dénomi- 
nateur, ce qui rend ( lorfqu’elle devient zéro ) la fraélion 
infinie : c’eft-a-dire que le point B eft infiniment éloigné 
du pointé, ou (ce qui eft la même choie) que l'axe AB 
eft afymptote de la dévelopée comme dans la première 
parabole cubique aax —y'. On peut remarquer dans ce 
dernier cas que la dévelopée CZO de la demi para- 
bole A DM a un point de rebrouflement Z ; de lorte 
que par le dévclopement de la partie ZO continuée i l’in- 
fini, le point D ne décrit que la portion déterminée DAi 

L iij 


Fig. 74. 

Fig.7|. 
Fig. 71. 


* Art. 8 j. 
Fio. 76. 

Fis. 77. 
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au lieu que parle dévelopementde l’autre partie LC con- 
tinuée auili à l’infini , il décrit la portion infinie DM. 

On déterminera le point Z de même que dans l’hy- 

_I_ 

perbole. Soit par exemple aax —y ou y = x ' , on aura 

dy=jx *dx,ddy — — ~x ^dx\dddy — \ fx 'dx 1 ; 
ces valeurs étant fubftituées dans l’équation dx x dddy 
*Art. 86 . -i- dy l dddy — jdyddy 1 = o , on Itou\ZïZ*AH(x) = ' 

Il en eft ainfi des autres. 

R E M A R QJJ E. 

88. E n fuppofant que m furpafiè i , afin que les para- 
boles fuient toujours concaves du côté de leur axe , il 
peut arriver differens cas. Car fi le numérateur de la fra- 
ction marquée par m eft pair, & le dénominateur impair } 
Fis. 7j. toutes les paraboles tombent de part & d’autre de leur axe 
dans une pofition femblable â celle de la parabole ordinai- 
re. Mais fi le numérateur & dénominateur font chacun im- 
pair ; elles ont une pofirion rcnverfée de part 8c d’autre de 
leur axe , en forte que leur fommct A eft un point d’inflc- 

l 

Fie. 77. xion, comme la première parabole cubique x=^y' ou 

aax =/. Enfin fi le numérateur étant impair, le déno- 
minateur eft pair ; elles ont une pofition renverfée du 
meme côte de leur axe, en forte que leur fommct^ eft 
Fis. 76. un point de rebrouflement , comme la fécondé parabole 

cubique x = y l ou axx=y\ Tout cela fuit de ce qu’une 

puifTance paire ne peut pas avoir une valeur négative. 
Cela pôle, il eft évident, 

Fie. 77. i°. Que dans le point d’infléxion-^, le rayon de la dé- 

veloppe peut être infiniment grand comme dans aax=y\ 
ou infiniment petit comme dans aax'=y\ 

Fie. 76. i°. Que dans le point de rebrouftement A , le rayon de 

ladévelopée peut être ou infini comme dans a'xx —y\ 
ou zéro comme dans axx 
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j°. Qu’il ne s’enfuie pas de ce que le rayon de la deve- Fie. 7J . 
lopce eft infini ou zéro , que les courbes ayent alors un 
point d’infléxion ou de rebrouflèment. Car dans a'x — / 
il eft infini , dans ax ’ ==>+ il eft nul ; & cependant ces pa- 
raboles tombent de part & d’autre de leur axe dans une 
pofition femblable à celle de la parabole ordinaire. 


Exemple IV. 

89. Soit la courbe AMD une hyperbole ou une cllipfe Fis. 78. 79 » 
qui ait pour axe AH(a ) , & pour paramétré A F (h). 

ftbx~X- bxx 

On aura par la propriété de ces lignes y—v y * * 


lY**bx ait XX 


4 aabx -i- 4 abxxy -+~*bxx 


donc l’on met ces valeurs dans ‘ lx ex P rc ^' 

fion générale de* Mc, on trouvera dans ces deux courbes MC * An. 78. 


aabb -x" 4 abbx ■+’ +bbxx^r» 4 a*bx -4- 4 *bxx “V A*bb -4- +*bbx+* +bbxx - 4 - 4 xabx -4- 4 abxx 
ix'bb 


= > P u ’^l ue de P arc & d’autre ( )- 

Y**bb y. 4 »bbx-Y- jbbxx -1- 4 ••il 4 : 4 «*** _ (] e q U j J onne 

t* 

cette conftruclion qui fert aufli pour la parabole. 

Soit prife MC quadruple de la quatrième continuelle- 
ment proportionnelle au paramétré AF & à la perpendi- 
culaire M ^terminée par Taxe j le point C fera à la déve- 
loppe. 

Si l’on fait x = o,omut 3 *AB ~\b. Et (I l’on fait dans *Art. 85. 
l’ellipfc x=c{a, on trouvera DG , c’eft-â-dire Fis. 79. 

égal à la moitié du paramétré du petit axe. D’où l’on voie 
que dans l’ellipfe la dévclopéc BCG fe termine en un 

E oint G du petit axe DO où elle forme un point de re- 
rouflement; au lieu que dans la parabole & l’hyperbole 
elle s'étend à l’infini. 
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Si a .-=£dans l’ellipfè.il vient d’oùil fuitque 

tous Jcs rayons de ]a dcvelopée font égaux entr’eux, 5 c 
qu’elle ne fera par confequent qu’un point ic’efl à-dire que 
l’eilipfe devient en ce cas un cercle qui a pour dévelopée 
fon centre. Ce que l’on fçait d’ailleurs être véritable. 

Exemple V. 

Fis. So. 90 . S o i t la courbe AMD une logarithmique ordinaû 
re.dont la nature ell telle qu'ayant mené d'un defès points 
quelconque jl/la perpendiculaire M P fur l’afymptoteiC/ > > 
2e la tangente MTi la foutangente/’7’foit toujours égale 
à la même droite donnée a. 

On a donc PT( y ~)=a,i’oi\ l’on tire dy — dont la 
différence donne, en prenant dx pour confiant t^ddy=. d -P^. 

■Art.-]-], mettant ces valeurs dans- J _'^^ > , on trouve * 

ME — — & partant EC ou PK — ~“ / p £. Ce 
qui donne cette conflruélion. 

Soit prife P K égale à TQ^àa même côté de T , parce- 
que fà valeur ell négative -, 6c foit menée KC parallèle à 
PM : je dis qu’elle rencontrera la perpendiculaire MC 
au point cherché C. Car TQ — - ■ * • 

Si l’on veut que le point M Toit celui de la plus grande 
courbure , on fc fervira de la formule dx l dddy -+- dy'dddy 
*Art. S s. — jdyddy 1 = o , que l’on a trouvée *dans l’exemple fé- 
cond j & mettant pour dy , ddy y dddy , leurs valeurs > 
~ , on trouvera PM (y) = aV\ . 

U eft clair , en prenant dx pour confiante , que les ap- 
pliquées y font entr 'elles comme leurs différences dy ou 

> d’où il fuit qu’elles font aufli une progrellîon géo- 
métrique. Car fi l'on conçdit que l’afymptote ou l'axe PK 
foit divifé en un nombre infini de petites parties égales 
Py o\iMR,yfo\imS,f^ ou»//, Sec. comprîtes entre les 

appli- 
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appliquées PM,pm,fn, go,Scc. l’on aura PM .pm.: Rm . Sn 
:: PM-*-Rm ou pm.pm-*-Sn ou Fn. On prouve de même 
que pm .fn :: fn.go,&c ainfi de fuite. Les appliquées PM, 
pm, fn, go, &c. feronc donc entr'elles une progreffion geo- 
' métrique. 

Exemple VI. 

9 l - S o it la courbe AMD une logarithmique fpirale, Fi c . 81. 
dont la nature eft telle qu’ayant mené d’un de fes points 
quelconque M au point fixe A , qui en eft le centre, la 
droite MA&C la tangente MTiV&nz^eAMT foitpar touc 
le meme. • ■ 

L'angle A MT ou AmM étant confiant, la raifon de ?nR 
(dy) à RM(dx) fera auffi confiante. Il faut donc que la 
différence de foit nulle ; ce qui donne (en fuppofant<£v 
confiante) ddy — o. C’eft pourquoi effaçant le tQrmcyddy 
dans expreffion * générale de ME lorfque * Art . 77 

les appliquées partent toutes d’un même point, on trouve 
ME— y, c’eft-à-dire ME — AM. Ce qui donne cette 
conftruélion. 

Soit menée AC perpendiculaire fur AM, & qui ren- 
contre en C la droite MC perpendiculaire à la courbe * le 
point C fera à la dévelopéc ACB. 

% Les angles A AIT, ACM font égaux, puifqu’étant joints 
l’un & l’autre au même angle A MC ils font un angle 
droit. La dévelopée ACG fera donc la même logarithmi- 
que fpirale que la donnée AMD, &. elle n’en différera . 
que par fa pofition. 

Si l’on fuppofe que le point C de la dévelopée ACG 
étant donné , il faille déterminer la longueurCAf de fon 
rayon en ce point , qui * eft égal à la portion AC qui fait *Art. 75 
une infinité de retours avant que de parvenir en Ai il 
eft clair qu’il n’y a qu’à mener AM perpendiculaire fur 
A C. De forte que fi l’on mené AT perpendiculaire fur 

M 
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AM, la tangente MT fera aufïï égale à la portion AM 

tle la logarithmique fpirale donnée AMD. 

Si l’on conçoit une infinité d’appliquées AM, Am, An, 
Ao , &c. qui faflènt entr’elles des angles infiniment petits 
& égaux jil eil clair que les triangles MAm , mA », nAo,' 
&c. lèront fcmblables, puifque les angles en A font égaux, 
& que par la propriété de la logarithmique , les angles 
en m, n, o, &c. le font auffi. Et partant AM ■ Am Am . 
An Et Am'. An :: An . Ao. &C ainfi de luire. D ou 1 on voit 
que les appliquées AM, Am, An, Ao, ôcc. font une pro- 
greffion geomécrique lorfqu’clles font cntr’elles des an- 
gles égaux. 

Exemple VIL 


Fic.8i. 91. Soit la courbe AMD une des fpirales à l’infini, 
formée dans le leclcur B A D avec une propriété telle 
qu’ayant mené un rayon quelconque A Mi’ , & ayant 
nommé l’arc entier B PD, b> là partie BP, ? > le rayon 
AB ou AP, ai&ch partie AM, y > on ait cette propor. 
tion b . t ■••• m 

L’équation à la fpirale AMD efty=— ^,dont ladif- 


. Or à caufe des féfteurs 


férence donne my" 'dy 
femblables A M R , A Pp, l’on aura A M (y) . A P (a):: MR 


ndx 

(dx) . Pp(di,)— — . Mettant donc cette valeur à la place 
de </^dans l’équation que l’on vient de trouver, on aura., 
mf'dy == 


-Ut 


dont la différence ( en prenant dx pour 
confiante ) efl mmy""~‘dy 1 -t- my m ddy — o; d'où en divi- 
•Art. 77. fane par my m ~\ l’on tire — yddy = mdy l i & partant Mt * 

s yit 1 yiy 1 \ ydx 1 

( 5 CC V' d ° nne CettC 

conflruclion. 

Soit menée par le centre A la droire TAQ^ perpendi- 
culaire fur AM , & qui rencontre en T la tangente MT, 
& en j^Ja perpendiculaire MQ ; foit fait TA -t- m -t- x A 
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T&j: MA. ME. Je dis que menant EÇ parallèle à Tgj 
elle ira rencontrer Jl/^en un point C qui fera à la déve- 
lopée. 

Car à caufe des parallelesiWJJG, T Ai 2, l’on MTiMRfdx) 
-+- m^ 7 ]lG(£) . MG (dx + d £) :: TA -t- m + jA 3 ^ T SL 


::AM (y ) . ME = 




Exemple VIII. 


9 }‘ Soit AMD une demi roulette fimple, dont la ba fê Fie. 83. 
PD eft égale à lademi-circonfcrence^£^? du cercle gé- 
nérateur. 

Ayant nommé xi PM,y> l’arc AE,si & le 
diamètre AB , 2a ; l'on aura par la propriété du cercle 
PE = V2*x — xx ; & par celle de la roulette y = * 

-4- V2ux — xx, dont la d ifférence donne dy = du -K— .. r 

’ Yiax — xx 


xxdx XÀX 


Vi*x 


ou dxV — — — > en mettant pourri* là va- 


leur- 


adx 


fzux XX 


; en fuppofant dx conftan te,ddy— 


— adx*- 


x/zax — xx 


& en mettant ces valeurs dans dxt ~*‘ v i ent * 7& 

MC = 2 V^aa — 2ax , c’eft-à-dirc iBE ou 2MG. 


Si l’on fait x — o , l’on aura AN— 4a pour rayon de 
Iadévelopée dans le Commet A Mais fi l’on fait x = 2a, 
on trouvera que le rayon delà dévelopée au point D de- 
vient nul ou zéro ; d’où l’on voit que la dcvelopée a fon 
origine en fl, & qu’elle le termine en N en forte que 
BN=^BA. 

Pour Ravoir la nature de cette dcvelopée, il n’y a qu’à 
achever le rectangle BS, décrire le demi cercle D /,s qui 
a pour diamètre DS, Si. mener DI parallèle à MC ou à B E. 
Cela fait, il eft clair que l’angle BD J eft égal à l’angle 
EBDi & par confequent que les arcs DI, BE (ont égaux 
entr’eux j d’où il fuie que leurs cordes DI, BE ou GC lonc 
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auffi égales. Si dgnc l’on fait IC, elle fera égale & paral- 
lèle à DG , qui par la génération de la roulette eft égale 
à l’arc B'E ou DI -, Sc partant la dcvelopce DCN eft une 
demi roulette qui a pour baie la droite NS égale à la 
demi circonférence DIS de ion cercle générateur ic’cft- 
à-dire qtie c’efl la demi roulette même AMD B polee 
dans une lltuation renverfée. 

Corollaire. 

*An. 7j. 94. Ji.eft clair*quela portion de roulette DC eft dou- 
ble de fa tangente CG , ou de la corde correfpondante 
DI- Et la demi roulette DCN double du diamètre B N 

ou DS de fon cercle générateur. 

% 

Autre solution. 

95 ' On peut encore trouver la longueurdu rayon MC 
fans aucun calcul, en cette forte. Ayant imaginé une au- 
tre perpendiculaire ntC infiniment proche de la première, 
une autre parallèle me, une autre corde Bc, & décrit des 
centres C, B les petits arcsGW, EF, on formera les trian- 
gles ré&anglesGHg, EFc qui feront égaux Sc femblables j 
car Gg = Ee , puifque BG ou ME eft égal à l’arc AE , & 
de meme Bg ou me eft égal à l’arc Ae ; de plus Hg ou 
mg — MG — Fc ou Be — BE > GH fera donc égal à EF. 
Or les perpendiculaires MC,mC, étant parallèles aux 
cordes EB, cB, l’angle MCm (cra égal à l’angle EBe. Donc 
puifque les arcs GH, EF , qui melûrent ces angles, font 
égaux , il s’enfuit que leurs rayons CG, BE feront auffî 
égaux ; & partant que MC doit être prife double de MG 
ou de BE. 

L E M M E. 

96. S’i L y a un nombre quelconque de quantités a , b , C, d, 
C , (fie. (oit que ce nombre foit fini ou infini ,foitquc ces quan- 
tités f oient des lignes , ou des fur faces , ou des folides ; Lt 
fomme a — b -t- b — c c — d-t-d — e, (fie. de toutes 
leurs différences efi égale à la plus grande a , moins la plus 
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petite e , ou fimplement à la plus grande lorfjue la plus petite 
ejl i \ero. Ce qui eft vifible. 

Corollaire I. 

97. Les fééteurs CMm, CG H, étant femblables, il eft 
clair que Mm eft double de GH ou de fôn égale Et '■> ôc 
comme cela arrive toujours en quelque endroit que l'on 
fuppofe le point M , il s’enfuit que la fomme de tous les 
petits arcs Mm, c’eft-à-dire la portion Am de la demi- 
roulette AMD, eft double de la Jomme de tous les petits 
arcs EF. Or le petit arc EF fait partie de la corde AE per- 
pendiculaire fur 2?£, & eft la différence des cordes AE, 

Ae , parccque la petite droite cF perpendiculaire (az Ae 
peut être confîdcrce comme un périt arc décrit du cen- 
tre A s & partant la fomme de tous les petits arcs ££dans 
l’ar cAZE fera la fomme des différences de toutes les cor- 
des AE, Ac , Sic. dans cet arc, c’eft-à-dire par le Lcmme 
qu’elle fera égale à la corde AE. Il eft donc évident que 
la portion AM de la demi-roulette AMD eft double de 
la corde correfpondante AE. 

Corollaire II. 

9^* L’espace MGgm * ou le trapèze MGHm *Art. 
«=• 4 Mm -*- { G/-/ x MG— {EF x BE, c'eft à dire qu’il eft 
triple du triangle EBF ou EBei d’où il fuit que l’efpace 
MG B A fomme de tous ces trapézes,eft triple de l’efpacc 
circulaire BEZA fomme de tous ces triangles. 

Exemple III. 

99* Nommant B B, sj l’arc ^2r£ ou £A/ ou 8c 
le rayon K A, ai l’on aura le paralielélogrammc MGBE 
— uz,. Or l’efpace delà roulette MG B A = jB EZA 
= jEKB {au ; êc partant l’efpace AMEB renfermé 
par la portion de roulette AM, la parallèle ME, la corde 
BE 8c le diamètre AB, eft = pEKB -b{au — uz^ D’où il 

M iij 
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fuit que fi l’on prend B/'(\)={‘* , I’efpace AMEB fer* 
triple du triangle correfpondant EKB * & aura par confé- 
quent fa quadrature indépendante de telle du cercle. Ce 
que M. Hugens a remarque le premier. Voici encore une 
autre force d’efpace qui a la même propriété. 

Si l'on retranche de l’cfpace AMEB le fegment BT Z A, 
il reliera l’cfpace AZEM—2EKB -*-au — uxj d’où l’on 
voit que fi le point P tombe au centre K, i’efpace AZl M 
fera égal au quarré du rayon. Il ell évident qu'entre tous 
les efpaces A ME B Si 4 ZEM , il n’y a que les deux que 
l’on vient de déterminer qui ayent leur quadrature ablo- 
luë indépendante de celle du cercle. 


. Exemple IX. 

Fie. 84. 100. Soit la demi-roulette AMD décrire par la révo- 
lution du demi cercle A E B autour d’un autie cercle im- 
mobile BGDi & qu’il faille déterminer fur la perpendi- 
culaire MG donnée de pofition, le point où elle touche 
la dévelopée. 

Pour lè fervir des formules générales il faudroit pren- 
dre pour les appliquées de la courbe AMD-, des lignes 
droices perpendiculaires fur l’axe OA, Si chercher enfuite 
une équation qui exprimât la relation des coupées aux 
appliquées , ou de leurs différences. Mais comme Je cal- 
cul en feroit fort pénible ,-il vaut beaucoup mieux dans 
ces fortes de rencontres en tenter la lolution en fe fervanc 
de la génération même. 

Lorfque le demi-cercle AEB eft parvenu dans la pofi- 
tion MG B dans laquelle il touche en Glabafei?Z);& que 
le point décrivant A tombe fur le point M de la demi- 
roulette AMD. r il eft clair, 

i°. Que l’arc GM eft égal à l’arc G D, comme aulfi l’arc 
G B du cercle mobile à l'arc Gi? du cercle immobile. 

*Art.^',. i°. Que MG eft* perpendiculaire fur la courbe; car 

confidérant la demi circonférence MG B ou AEB , Si la 
baie BGD comme i’aflèmblage d’une infinité de petites 
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& partant l’inconnue CG — ou A/G. Ce qui 

donne cette confi-rnAinn 

Fig. 86. Soit fait OA (2a b ) .OS (b) r.MG.GC -, le point C 
fera à la devclopée. 

Il eft clair i°. Que cette dcvelopée commence au point 
J), fie qu’elle y touche la bafe BGD > puifque l’arc GM 
devient en ce point infiniment petit. i°. Qu’elle fe termine 
au point 2V,en forte q ucOA .OB :: AB . B N :: OA — AB 
ou OB.OB — BN ou OA^c’eft-à-dire que OA, OB,ON 
font continuellement proportionnelles. 3 0 . Si l’on décrit 
à prefent le cercle NSgjd u centre O, je dis que la déve- 
loppe DCN eft formée par la révolution du cercle mobi- 
le GCS, qui a* pour diamètre GS ou i?A r ,autourdc l’immo- 
bile NSQj c’eft à dire qu’elle eft: une demi- roulette fem- 
blablc à la propofee , ou de même cfpece ( pareeque les 
diamètres AB , B N des cercles mobiles ont entr’eux le 
même rapport que les rayons 0 B, ON des cercles immo- 
biles ),fic pofée dans une fituation renverfée en forte que 
fon Commet eft en D. Pour le prouver, fuppofons que les 
diamètres des cerclés mobiles fe trouvent fur la droite OT 
menée à dtferétion du centre O J elle paffera par les points 
touchans S, G > fie failant AB ou TG ■ B N ou GS :: MG . 
GC, le point C fera à la dévclopée , fie de plus à la circon- 
férence du cercle GCS ; car l’angle GM T étant droit, 
l’angle GCS le fera auflî. Or à caufe des angles égaux 
MOT, CGS , l’arc TM ou G B eft à l’arc CS, comme le 
diametre GT au diamètre GS:: OG . OS :: G B . NS ; fié 
partant ies arcs CS, S N font égaux. Donc , ficc. 

Corollaire I. 

*Art. 75. xoi. Jl eft clair*que la portion de roulette JDCeft égale 
à la droite CM -, fié partant que 7 )Ccft à là tangente ( G 
::AB-> BN. BN:: OB-r- ON .ON -, c'eft à dire comme 
la Comme des diamètres des deux cercles générateurs, 
ou -des cercles mobile fie immobile, eft au rayon du cer- 
cle immobile. Cette vérité fê découvre encore de la ma- 
nière 


Digitized by Googl 


des Infiniment Petits. 1 . Pan . 97 
niére qui fuit. A caufè des triangles femblables CG H, Fig- 8j. 

l’on aura Mm. GM ou EF :: MC .GC: : O A +-OB (2a->r-2b). 

O B (b). D’où il fuit ( comme dans l’art. 97. ) que la portion 
de roulette AMcVt àla corde correfpondante , comme 

la fom me des diamètres du cercle générateur 5 c de la bafe, • 

eft au rayon de la bafe. 

COKOLLAIKE II. 

ÏOI. L e trapèze MG Hm= | GH -*- 7 Mmx M G. Or F>«- 
CG( T ^ Fl MG).CM (—~^1 MG) :: GH. Mm^-^GH. 

Doncpuifquc GH=EF,Si MG=EB, l’on aura MGHm 
= - £F* £2?.c’eftâdire que le trapèze MGHm lira 

toujours au triangle correfpondant EBF :: 2a+- jb . b. 

D’où il fuit que l’efpace MGBA renfermé par MG, AB 
perpendiculaires à la roulette, par l’arc BG Si par la por- 
tion de roulette MA, eft au fegment de cercle correfpon- 
dant B EZ A : ■■ Sa -t- jb . b. 

CotOtUIAE III. 

103. 1 l eft vifible que la quadrature indéfinie de la rou- Fie. S7. 
lette dépend de la quadrature du cercle j mais fi l’on 
prend Oj£_moyenne proportionnelle entre OK , OA, 5 c 
qu’on décrive de ce ra’yon l’arc £lEM-, je dis que l’efpa- 
ce AB EM renfermé par le diamètre AB , la corde BE > 
l’arc EM, Si par la portion de roulette AM , eft au trian- 
gle EK B ■ : 2a 3b . b. Car nommant l’arc AE ou G B, « } 
le rayon OQ, s^î l'on aura OB (b). OQ^{x.) :: GB (#) _ 

B^ji\xME=: j\ Si partant l’efpace KGBâ^ ou MGBE, 
c’eft à dire { GB-*- { Bg== — “ J— • Or*l’elpacede * Art. toi. 

la roulett ZMGBA— l ^^-*BEzA= xEKB+ '-pp 

xKEZA {“). Si donc l’on retranche le précédent efpace de 
celui-ci.il reftcra^£Af = 

N 
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EKB, puifque par la conftru&ion XKJ= zaa-\- j ab 
-+■ bb. D’où l’on voit que cet efpace a fa quadrature in- 
dépendante de celle du cercle , & qu’il eft le feul parmi 
tous fes fdfciblables. 

En voici encore un autre qui a la même propriété. Si 
l'on retranche de VefyzccABEM le fegment BEZA {[utt 
+EKBJ , il reliera l’efpace AZEM^ 

-+■ —y~BKB~ — EKB en faifant = zaa. -+■ 2at 

bb : c’eft à dire que II l’on divilè la demi-circonférence 
en deux également au point £, l’efpace AZEM fera au 
double du triangle EKB, c'eft à dire au quarrédu rayon 
:: O K ( a-*-b).OB {b). 

Corollaire IV. 

Ftc. 88. 104.51 le cercle mobile AEB roule au dedans de 
l’immobile BGD, fon diamètre AB devant négatif de 
pofitif qu’il étoit auparavant ; & partant]?! faut changer 
de lignes les termes où il fe rencontre avec une dimen- 
fion impaire. D’où il fuit, i°. Que fi l’on meneà dilcrétion 
la perpendiculaire MG à la roulette, &que l’on fafle OA 
* Art, 100. ( b — 2a ) . O B ( b ) : : MG . GC. le point C fera * â la déve* 
lopéeDC-V décrite par la révolution du cercle qui a pour 
diamètre B N, au dedans de la circonférence NS concen- 
trique à BD. i°.Quefi l’on décrit du centre 0 l'arc ME, 

* Art. 101. la portion de roulette ^ M fera * â la corde^E :: 2b— 2a. b. 

* Art. 101. }°.Que l’efpace MGBAel l*a u fègment BEZA :: jb — 2a. b. 

4°- Q u e fi l'on prend 0g==V2aa — jœb-t-bb, c’eft à dire 
moyenne proportionnelle entre OK,OA, l’efpace A B EM 
renfermé par la portion de roulette AM, l’arc ME, la cor- 

+Arr. ioj, de££,& le diametre^i?,(èra*au triangle EKB :• ?b — 2tt.b. 

Mais que fi l’on fait OJ ^ ou OE = Va.** — 2a b ■+■ bb, 
c’eft à dire que l’arc AE (oit le quart de la circonférence j 
l’efpace^/.Z£Afrenferméparlaportion, 4 A/deroulerte& 
* Ibid, par les deux arcs ME, AE , fera ’au triangle EKB qui eft 
en ce cas la moitié du quarré du rayon :: 2b — 2a. b. 
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I0 J* Si l’on conçoit que !e rayon OB du cercle immobi- Fie. 86. SS. 
le devienne infini, l’arci?GZ) deviendra une ligne droite, 5c 
la courbe AM D deviendra la roulette ordinaire. Or com- 
me dans ce cas le diamètre AB du cercle mobile eft nul par 
rapport à celui de l’immobile } il s’enfuit, i*. Que MG.GC 
wb.b. Puifque b±.aa — b, c’eft à dire que MG — ÇCi « 

& partant que fi l’on prend BN= AB, St qu’on menela 
droite NS parallèle à BD, la dévelopée DCN fera for. 
mee par la révolution du cercle, qui a pour diamètre 
B N , fur la bafe NS. i°. Que la portion de roulette AM Fie. 8/. S8. 
eft à la corde correfpondante^£:.-2^ . b. 3®. Que l’efpace 
MGBActt au fegment BEZA : : jb.b. 4°. Puifque B^ Fig. 87.8S. 

ou± 0 Qj£ 0 B, que j’apelle x,cft—+b±V2aa^i.jab bb , 

d’où l’on tire ( en ôtant les incommenfurables)x*±.j£.* 

«= jabi l’on aura x = \a , en effaçant les termes 
où b ne fe rencontre point, pareequ'ils font nuis par rap- 
port aux autres. C’eft àdireque fi l’on prend dans la rou- 
lette ordinaire B P = ±A B on mene ladroire/>£A4 Fig S? 

parallèle à la ba£ B Di l’elpace A MES fera triple du trian- 
gle EKB. On trouvera en opérant de la même manière, 
que fi le point P tombeau centre/:, l’efpace A Z EM ren- 
fermé par la portion de roulette AM, la droite ME, Si 
l’arc AE, fera égal au quarré du rayon. Ce que l’onadé- 
ja démontré ci devant art. 99. 

R E M A R. QJJ E. 

t 

I°é. Comme les arcs DG, GM font toujours égaux Fig. 84. 
entr eux, il s enfuit que l’angle DOG eft auffi toujours à l’an. 

%\eGKM r.GK.OG. C’eft pourquoi l’origine D de la rou- 
lette!) A/^les rayons OG, G /:des cercles générateurs, & le 

point touchant Gétant donnes, fi l’on veut déterminer dans 
cette pofition le pointiWqui décrit la roulette, il ne faut que 

N ij 
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tirer le rayon KM en forte que l’angle GKM foit à l’an- 
gl^ donné DOG ::0G. G K. Or je dis maintenant que 
cela le peut toujours faire géométriquement lorfque le 
rapport de ces rayons fe peut exprimer par nombres ; 5c 
partant que la roulette DMA elt alors géométrique. 

Car fuppofant, par exemple, que OG.GAi :: ij ./iilefl: 

clair que l’angle MKG doit contenir deux fois l’angle 
donné DOG 6c de plus | de cet angle. Toute la difficul- 
té fe réduit donc à diviler l’angle DOG en cinq parties 
égales. Or c’eft une chofe connue par les Géomètres, 
qu’on peut toujours divifer géométriquement un angle 
ou un arc donné en tant de parties égales qu’on voudra ; 
puifqu’on arrive toujours à quelque équation qui ne ren- 
ferme que des lignes droites. Donc, &c. 

Je dis de plus que la roulette DMA cfl mécanique, ou ce 
qui eft la même chofe, qu’on ne peut déterminer géomé- 
triquement fes points M lorfque la raifon de OG à KG ne 
fe peut exprimer par nombres , c’efl: à dire lorfqu’elle eft 
fourde. 

Car toute ligne, foit mécanique foit géométrique, où 
• 8?» rentre en elle-même ou s’étend à l’infini s puifqu’on peut 
toujours en continuer la génération. Si donc le cercle mo- 
bile ABC décrit par fon point A dans fa première révo- 
lution la roulette ADE, cette roulette ne fera pas. enco- 
re finie, 6c continuant toujours de rouler il décrira la fé- 
condé £/G, puis latroificme GHJ , 6c ainfi de fuite jufi. 
qu'à ce que le point décrivant A retombe après plufieurs 
révolutions dans le même point d’où il étoit parti Et pour 
lors fi on recommence à rouler le cercle mobile ABC, il 
décrira derechefla même ligne courbe, de forte que tou- 
tes ces roulettes prifes enfemble ne compofent qu’une 
feule courbe ADEFGHJ, Sic. Or les rayons des cercles, 
générateurs étant incommenfurables, leurs circonféren- 
ces le feront auffi $ & par conféquent le point décrivant 
A du cercle mobile ABC ne pourra jamais retomber dans 
le point A de l’immobile , d’où il étoit parti , fi grand que 
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puifle être le nombre des révolutions. Il y aura donc une 
infinité de roulettes qui ne formeront cependant qu’une 
même ligne courbe^D£i r G///,&c. Maintenant fi l’on 
mène au travers du cercle immobile une ligne droite in- 
definie, il eft clair qu’elle coupera la courbe continuée à 
l’infini en une infinité de points. Orcomme l’équation qui 
exprime la nature d’une ligne géométrique doit avoir au 
moins autant de dimenfions que cette ligne peut être cou- 
pée en de differens points par une droite j il s’enfuit que 
l’équation qui exprimeroit la nature de cette courbe auroit 
une infinité de dimenfions. Ce qui ne pouvant être, on 
voit évidemment que la courbe doit être mécanique ou 
tran/cendente. 

Proposition III. 

Problème. 

I07. X- A ligne courbelS^C étant donnée , trouver une infi- Fig. 
ni té de lignes AM, BN,EFO , dont elle foit la dévelopée com- 
mune. 

Si l’on dcvelope la courbe B FC en commençant par le 
point A , il cft clair que tous les points A, B , F , du fil 
ABFC décriront dans ce mouvement des lignes courbes 
AM, BIST, FO, qui auront toutes pour dévelopc'e commu- 
ne la courbe donnée B FC. Mais il faut obferver que la li- 
gne FO n’ayant pour dévelopée que la partie FC, fon 
origine n’eft pas en F ; & que pour la trouver , il faut 
déveloper la partie reliante B F en commençant au point 
F pour décrire la portion EF de la courbe EFO dont l’o- 
rigine cft enf,& qui a pour dévelopée la courbe entière 
BEC. 

Si l’on veut trouver les points M,N ,0 fans fe lèrvir du 
fil ABFC, il n’y a qu’à prendre fur une tangentequelcon- 
que CM autre que B A , les parcits CM,CN , CO égales 
à ABFC, B FC, FC. 
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Corollaire. 

108. eft évident, i°. Que les courbes AM, BN, EFO 
font d'une nature très differente entr’elles; puifque la cour- 
be AM a dans fon Commet A le rayon de fa dévelopée 
égal à AB , au lieu que celui de la courbe B N eft nul. Il 
eft vifible aufli par la figure même de la courbe EFO qu’elle 
efl très différente des courbes AM , BN. 

i°. Que les courbes AM,BN, EFO ne font géométri- 
ques que Iorfque la donnée B FC eft géométrique 5c de 
plus ré&ifiable. Car fi elle n’eft pas géométrique , en 
prenant B K pour la coupée, on ne trouvera point géomé- 
triquement l’appliquée KC: 5c fi elle n'eft pas reétifiable, 
ayant mené la tangence CM, an ne pourra déterminer 
géométriquement les poincs M, N , O des courbes AM, 
JBM, EFO J puifqu’on ne peut trouver géométriquement 
des lignes droites égales à la ligne courbe BFC , 6c à fes 
portions B F , FC. 

R E M A R QJÜ E. 

Fig. pi. 109. S, 1 ’on dévelope une ligne courbe iî^Cqui ait un 
point d’inflexion en^, en commençant par le point 7) au- 
tre que le point d’inflexion ; on formera par le dévelope- 
nient de la partie B AD la partie DEF > 6c par celui de la 

t iartieDC, la partie reliante DG: de forte que FEDG fera 
a courbe entière formée par ledévelopement de BAC- Or 
il eft vifible que cette courbe rebrouffè chemin aux points 
JD 6c E., avec cette différence qu’au point de rebrouflement 
D les parties DE, DG ont leur convexité oppofée l’une à 
l'autre i au lieu qu’au point £les parties DE, EF font con- 
caves vers le même côté. On a enfèigné dans la fé&ion 
précédente â trouver les points de rebrouflement tels que 
D : il eft queftion maintenant de décerminer les points E, 
qu’on peut appeller points de rebrouflement de la fécon- 
dé forte , 5c que perfonne, que je fçache , n’a encore con- 
fiderc. 

Pour en venir à bout , on mènera à diferetion fur la 
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partiez} £ deux perpendiculaires Zl/jVjWfl.terminées par la 
dévelopée aux points 2V, n, par lcfquels on tirera deux au- 
tres perpendiculaires 2 V£/, nH fur les premières NM, nm ; 
ce qui formera deux petits fé&eurs MNm , NHn qui fc. 
ront femblables, puilque les angles MNm , NHn font 
égaux. On aura donc Nn . Mm N H . NM. Or dans le 
point d’inflexion si le rayon ZV/Vdevient * infini ou zéro ; *Art. Su 
Sc le rayon MN, qui devient AE , demeure d’une grandeur 
finie. Il faut donc qu’au point de rebrouiïèment £ de la 
fécondé forte, la railon de la difFércnce Nn du rayon MN 
de la dévelopée, à la difFérenceZV/w de la courbe, devienne 
ou infiniment grande ou infiniment petite. Ec partant 

puifque *Nn ^ & ^ Stf . 

Mm = y/dxW dy\ l’on aura = 0 

ou 00 5 & multipliant par dxddy 1 , on trouvera la formu- 
le dx 1 dddy ■+■ dy l dddy — jdyddy 1 = 0 ou 00 , qui fêrvira à 
déterminer les points de rebrouffement de la fécondé 
forte. 

On peut encore concevoir qu’une rebrouflànte DEF Fi«. 9?.. 95. 
ou HD EFG de la fécondé forte, ait pour dévelopée une 
autre rebrouflànte ZÏ^C de la féconde forte, telle que fon 
point de rebrouffement^ réponde an point de rebrouf- 
iement E , c’eft à dire qu’il foit fitué fur le rayon de la 
dévelopée qui part du point E. Or il eft clair dans cette 
fuppofition, que le rayon EA de la dévelopée fera tou- 
jours un plus fetit ou un plus grandi &c partant que la 

différence de expreflîon générale * des rayons *An. 78. 

. de la dévelopée, doit être nulle ou infinie au point cher- 
ché E i ce qui donne la même formule qu’auparavant : de 
forte qu’elle eft générale pour trouver les points de re- 
brouffement de la fécondé forte. 
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Section VI. 

*U[are du calcul des différences pour trouver les 
Caujhques par réflexion. 

Définition. 

Fig. 94.95. Ç I l’on conçoit qu’une infinité de rayon sBA,BM,BD, 
^ qui partent d’un point lumineux B, le réfléchiflènt à 
la rencontre d’une ligne courbe AM D, en forte que les 
angles de réfléxioD foient égaux aux angles d’incidence j 
la ligne H F N, que touchent les rayons réfléchis ou leur 
prolongemens AH, MF, DN,c(i appellce Cattjiiquc far 
réflexion. 

COR.OLLAIR.E I. 

Fig. 94. 110. Si l’on prolonge HA en/, de forte que Al— AB, 
& que l'on develope la cauftique/fi 7 ?/ en commençant 
au point /; on décrira la courbe JLK telle que la tangen- 

* Art. 75. te FL fera * continuellement égale à la portion F H de 

la cauftiqueplus à la droite HI. Et fi l’on conçoit deux 
rayons incident & réfléchi/?»», mF infiniment fibsdcBM, 
MF, 6 c qu’ayant prolongé Fm en l, on décrive des centres 
F , B les petits arcs MO, MR: on formera les petits trian- 
gles rc&angles MOm , Mkm, qui feront femblables 6 c 
égaux; car puifque l’angle OmM—FmD—RmM, &que 
de plus l’hypotenufe Mm eft commune, les petits côtés 
Om , Rm feront égaux entr’eux. Or puifque Om eft la dif- 
férence de LM , & Rm celle de BM , 6 c que cela arrive 
toujours en quelque endroit qu’on prenne le point M -, il 

* An. 96. s’enfuit que ML — JA ou AH+-HF — MF fiomme * de 

toutes les différences Om dans la portion de courbe AM, 

* Art. 96. eft = BM — B A fomme * de toutes les différences Rm 
dans la meme portion AM. Donc la portion H F de la 
cauftique HFN fera égale à BM — B A-*- MF — AH. 

Il peut arriver diffcrens cas, félon que le rayon inci- 
dent B A eft plus grand ou moindre que BM, & que le 

réfléchi 
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réfléchi A H dévelope ou envelope la portion HF pour 
* parvenir en MF : mais l’on prouvera toujours, commel’on 
vient de faire, que la différence des rayons incidens cft 
égale à. la différence des rayons réfléchis , en joignant à 
l’un d’eux la portion de la cauftique qu’il dcvelope avant 
que de tomber fur l'autre. Paréxemple, 2 ?jVf — BA=MF Fig. 95. 
-*-FH-AH;d‘o\i l’on tire FH=BM—BA+AH—MF. 

Si l’on décrit du centre B l’arc de cercle AP 5 il eft clair Fig. 94. 95. 
que PM fera, la différence des rayons incidensBM,BA. Et 
h l’on fuppofe que le point lumineux B devienne infini- 
ment éloigné de la cou rbe^ MD> les rayons incidens.#^, Fig. jff. 
ISM deviendront parallèles, & l’arc AP deviendra une 
ligne droite perpendiculaire fur ces rayons. 

Corollaire II. 

III. S « l’on conçoit que la figure BAMD foit renver. Fig. 94. 
fée fur le même plan, en forte que le point B tombe fur 
le point /, 8c qu’ainfi la tangente en A de la courbe AMD 
dans fa première fituation , la touche encore dans cette 
nouvelle ; 8c qu’on faffe rouler la courbe Md fur AMD , 
c’eft àdire fur elle-même , en forte que les portions aM, 

AM foient toujours égales : je dis que le pointi? décrira 
dans ce mouvement une efpece de roulette 1 LK qui aura 
pour dévelopée la cauftique HFN. t 

Car il fuit de la génération , i°. Que la ligne LM tirée 
du point décrivant L au point touchant^ fera * perpen *An. 4;. 
diculaire à la courbe 1 LK- î*. Que La ou IA—BA, 8c 
LM—BM. 3°.Que les angles faits par les d roites ML,BM 
fur la tangente commune en M font égaux ; 8c partant que 
fi l’on prolonge LM en F, le rayon MF fera le réfléchi de 
l’incident BM . D’où l’on voit que la perpendiculaire 
LF touche la cauftique HFN: 8c comme cela arrive tou- 
jours en quelque endroit qu’on prenne le point L, il's’en. 
fuit que la courbe ILK eft formée par le dévelopemcnt 
de la cauftique HFN , plus la droite Hl. 

Il fuit de ceci que la portion FH ou F Z —JH 1 —BM 

O 
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-t-MF — B A — AH. Ce que i'on vient de démontrer 

d’une autre manière dans le Corollaire précédent. 

Corollaire III. 

IIL. S j la tangente DN devient infiniment proche de 
la tangente FM> il eft clair que le point touchant N, £ £ 
celui d’interfedion vk confondront avec l’autre point 
touchant F: de forte que pour trouver le point F où le 
• rayon réfléchi MF touche la cauftique W £Ar, il ne faut 
que chercher le point de concours des rayons réfléchis 
infiniment proches MF, mF. Et en effet, fi l'on imagine 
une infinité de rayons d’incidence infiniment proches les 
uns des autres , on verra naître par les interfedions des 
réfléchis un poligone d’une infinité de côtés dont l'aflcm- 
blage compofera la cauflique HFN. 

Proposition I. 

Problème ge'ne'ral. 

Fi o- 97- H3* La nature de la courbe AMD, le point lumineux B, 
& le rayon incident B M étant dormes > trouver fur le réfléchi 
MF donné de pofition , le point F où il touche la cauflique. 

Ayant trouvé par la fédion précédente la longueur 
jWCdu rayon delà dévelopée au point M, & pris l’arc.M»* 
infiniment petit, on tirera les droites Bm, Cm, Fm > on dé- 
crira des centres B, F les petits arcs MR, M0> on mènera 
les perpendiculaires CE, Ce, CG, Cg fur les rayons inci- 
dens & réfléchis ; enfuite on nommera les données BM,y> 
ME ou MG , a. 

Cela pofé, on prouvera, comme dans le Corollaire pré- 
* Art. no. mier*, que les triangles MRm,MOm font femblables 8c é- 
gaux ; £c qu’ainfiMA=JWO. Or â caufe de l’égalité des an- 
gles d’incidence & de réfléxion, l’on a auflïC£=CG, Ce 
=Cg ; & partant CE — Ce ou EQ—CG — Cg ou SG. Donc 
à caufe des triangles femblables if Af R & BEQ^, F MO 8Ç 
FGS, l’on aura BM+BE ( ty — a). BM(y) MR-r-E^ 
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ou MO ■+• CS. MR ou MO :: MG (a). MF — -^~. + 

Si le point lumineux B tomboit de l'autre côté du 
point E par rapport au point M, ou ( ce qui eft la même 
chofc ) fi la courbe AMI) étoit convexe vers le point lu- 
mineux B iy deviendroit négative de pofitive qu’elle étoit, 

& l’on auroit par conféquent MF = ~ t ou ; • 

Si l’on fuppofe que^ devienne infinie, c’eft â dire que Fie. 
le point B foit infiniment éloigné de la courbe AMD i 
les rayons incidens feroDt parallèles entr’eux, ôd’onaura 
MF= , pareeque a eft nulle par rapport à iy. 

Corollaire I. 

ïI 4 'Comme l’on ne trouve pour MF qu'une feule Fie. 94.9 j. 
valeur dans laquelle entre le rayon de la dévelopée ; il 
s'enfuit qu'une ligne courbe AMD ne peut avoir qu’une 
feule cauftique HFN par réfléxion,puifqu’elle*n’a qu’une *Art. 80. 
feule dévelopée. 

Corollaire II. 

Lorsque ^jWZieftgéométrique, il eft clair * que Sf. 
fa dévelopée l’eft aulli, c’eft à dire que l’on trouve géomé- Fie. 97. 
triquement tous les points C. D’oà il fuit que tous les 
points F de fa cauftique feront auffi déterminés géomé- 
triquement, c’eft à dire que la cauftique HFN fera géo- Fie. 94. 95. 
métrique. Mais je dis de plus, que cette cauftique fera tou- 
jours rcclifiablej puifqu’il eft évident* que l’on peut trou- * Art.no. 
ver avecle fecours delà courbe AMD, qu’on fuppofe géo- 
métrique, des lignes droites égales à une de fes portions 
quelconque. 

Corollaire III. 

F^-Si la courbe AMD eft convexe vers le point lu- Fig. 97. 

. mineux B > la valeur de MF f era toujours po- 

fitive ; 6c il faudra prendre par conféquent le point F du 

Oij 
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côté du point C, par rapport au point il/, comme l’on 
a fuppofé en faifant le calcul. D’où l’on voie que les 
rayons réfléchis infiniment proches feront divergens. 

Mais fi la courbe AMD eft concave vers le point lu- 

mincuxi?,lavaIeurdeil/jF- (^r m ) fera pofitive lorfque^ 
. furpaflè {a, négative lorfqu’il eft moindre, & infinie lorf- 
qu’il eft égal. D’où il fuit que fi l’on décrit un cercle qui 
ait ponr diamètre la moitié du rayon MC de la dévelopce, 
les rayons réfléchis infinimentproches feront convergens 
lorfque le point lumineux B tombe au dehors de fa cir- 
conférence, divergens lorfqu’il tombe au dedans, & enfin 
parallèles lorfqu’il tombe deflus. 

Corollaire IV. 

117. S 1 le rayon incident BM touche la courbe A MD 
au point il/,l’on aura ME (a) = oi&c.^a.mntMF=o. Or 
comme le rayon réfléchi eft alors dans la direction de l’in- 
cident, ôcque la nature de la cauftique confifte à toucher 
tous les rayons réfléchis; il s’enfuit qu’elle touchera auffi 
le rayon incident BMOlü point M: c’efti dire que la cau- 
ftique & la donnée auront la même tangente dans le point 
M qui leur fera commun. 

Si le rayon MC delà dévelopéeeftnul, on aura encore 
ME (a) —o i & partant MF = o. D’où l’on voit que 
la donnée & la cauftique font entr’elles dans le point M’ 
qui leur eft commun, un angle égal à l’angle d'incidence . 

Si le rayon CM de la dévelopée eft infini , le petit arc 
il/ra deviendra une ligne droite, & l’on aura MF—j^yi 
puifque ME (a) étant infinie,^ fera nul par rapport à a. 
Or comme cette valeur eft négative lorfque le point B 
tombe du côté du point C par rapport à la ligne AMD, 
& poficive lorfqu’il tombe du côté oppofé ; il s’enfuit que 
les rayons réfléchis infinimentproches feront toujours di- 
vergens lorfque la ligne AMD eft droite. 
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Corollaire V. 

«s. i t eft évident que deux quelconques des trois 
points B,C , F , étant donnés, on trouvera facilement le 
troifiéme. 

Soit, i°, la courbe AMD une parabole qui ait pour foyer Fio. 9 s. 
le point lumineux B. 11 eft clair par les élémens des fé- 
ûions coniques, que tous les rayons réfléchis feronc pa- 
rallèles à l’axe ; & partant que MF fera toujours infinie en 
quelque endroit c|ue l’on iuppofe le point M. On aura 
donc a = 2y : d’où il fuit que fi l’on prend ME double de 
MB , & qu’on mene la perpendiculaire EC > elle ira cou- 
per jWCperpendiculaire d la courbe AMD , en un point C 
qui fera d la dévelopée de cette courbe. 

Soit i°. la courbe AMD une ellipfe qui ait pour un de Fie. 99. 
les foyers le point lumineux B. Il eft encore clair que tous 
les rayons réfléchis MF fe rencontreront dans un même 
point F qui fera l’autre foyer. Et fi l’on nomme MF, \ i l’on 

aura*^=-^-^ ; d’où l'on tire la cherchée MEfa)—A£L *Art. u*. 
Mais fi la courbe AMD eftune hyperbole, le foyer F tom- Fie. no. 
bera de l'autre côté * & partant MF fi) deviendra néga- 
tive : d’où il fuit qu’on aura alors ME fa) — ou 
Ce qui donne cette conftruâion quifert au(fi pour 
l’elliplè. 

Soit prifê ME quatrième proportionnelle au demi-axe FiG.99.100. 
traverlant, & aux rayons incident & réfléchi -, fuit me- 
née la perpendiculaire EC : elle ira couper la ligne MC 
perpendiculaire à la fé&ion , en un point C qui ferai la dé- 
velopée. 

E x E M p l l I- .. ..s 

S oit la courbe^ M D une parabole, dont les rayons Fig. ioi. 
incidens PM foient perpendiculaires fur fon axe AP. Il 
faut trouver fur les réfléchis MF les points F où ils tou.^ 
chent la cauftique AF K. „ ^ 

O iij 
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Ii eft clair que fi l’on mène le rayon MC de la dcvc- 
lopee, & qu’on tire la perpendiculaire CG fur le rayon 
*Art. 11 $. réfléchi MP, il faudra * prendre MF égale à la moirié de 
MG. Mais cette conftruéhon Te peut abréger, en confidé- 
rant que fi l’on mené MN parallèle à l’axe AP,& la droite 
ML au foyer Z > les angles LMP , FMN feront égaux , 
puifquc par la propriété de la parabole LMOy^^MN, &C. 
par la fuppofition PM£l = QMF. Si donc l’on ajoute de 
part 6c d’autre le môme angle PMF , l’angle LMF fera 
égal à l’angle PMN , c’cfl à dire droit. Or l’on vient de 

* Art. nS. démontrer * que LH perpendiculaire fur ML rencontre 
mn. i. le rayon MCde la dévclopécenfon milieu M. Si donc l'on 

mene MF parallèle & égale à LH, elle fera un des rayons 
réfléchis, & touchera en F la cauftique A F K. Ce qu’il 
falloir trouver. 

Si l'on fuppofè que le rayon réfléchi MF foit parallèle 
à l’axe AP, il eft évident que le point F de la cauftique 
fera le plus éloigné qu’il eftpoflïblc de l’axe AP, puifque 
la tangente en ce point fera parallèle à l’axe. Afin donc 
de déterminer ce point dans toutes les cauftiques , telles 
que A F K , formées par des rayons incidens perpendiculai- 
res à l’axe de la courbe donnée, il n’y a qu'à confidérer 
que MP doit être alors égale à.r^Cequidonne<fy==d.x. 

Soit ax =yy, on aura dy = -i-4r = dx , d’où l’on tire 

AP (x) =\a -. c’cft à dire que fi le point P tombe au 
foyer Z, le rayon réfléchi MF fera parallèle à l’axe. Ce qui 
eft d’ailleurs vifibie ; puifque dansce cas MP fè confondant 
avecZA/, il faut auflî queMP fe confonde avec MH,ScZH 
avec LQ^ D’où l’on voit que MF eft alors égalé à ML j & 
partant que fi l’on mene FR perpendiculaire fur l’axe, on 
aura^,£ou.^Z-*-Mi''==^*. On voit auflî que la portion 
AF de la cauftique eft égale en ce cas au paramétré, puifl 

* Art. no. qu’elle eft toujours * égale à PM-t- MF. 

^ Pour déterminer le point K où la cauftique AFK ren- 
contre l’axe AP, il faut chercher la valeur de MO, & l’é- 
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équations ,&* = *■+■ , qui fcr- 

viront avec celle de la courbe donnée à en former une 
nouvelle où x Ce y ne fe trouveront plus, & qui expri- 
mera par conféquent la relation de A R (u) à FR (\)- 
Lorfque la courbe A MB eft une parabole, comme 

l’on a fuppofë dans cet exemple , on trouvera =-{:.* 1 
— ajt T ,ou (en quarrant chaque membre) J* — 6xx-*-y.x' 
= «&, Ce u = jx > d'où l’on tire l’équation cherchée 
— frf»* -+- \aau qui exprime la nature de 
la cauftique F/c. On peut remarquer que PR eft tou- 
jours double de AP, puifque A R (»)— jx > ce qui four- 
nit encore une nouvelle manière de déterminer fur le 
rayon réfléchi MF le point cherché F. 

Exemple II. 

Fie. ioi. I10, Soit la courbe AMD un demi-cercle-qui ait pour 
diamètre la ligne AD, Ce pour centre le point Ci foient 
les rayons incidens PM perpendiculaires fur AD. 

Comme la dévelopée du cercle le réunit en un feul 
*^rr. u}. point qui en eft le centre, il s’enfuit* que filon coupe le 
rayon C^/endeux également au point //,& qu’on mène 
Fi F perpendiculaire furie rayon réfléchi^/, il coupera 
ce rayon en un point F, où. il touche la cauftique AFK. 
Il eft clair que le rayon réfléchi MF eft égal à la moitié 
de l’incident PM-, d’où il fuit, i°. Que le point P tom- 
bant en C, le point F tombe en /Cmilieu de CB. i°. Que 
la portion AF eft triple de MF, Ce la cauftique AFK 
triple de B K- On voitaulfi que fi l’on fait l’angle ACM 
demi-droit , le rayon réfléchi MF fera parallèle à AC, Ce 
partant que le point jF fera plus élevé au deflus du dia- 
mètre AD, que tout autre point de la cauftique. 

Le cercle qui a pour diamètre MH, paflê par le point 
F> puifque l’angle HFM ed droit. Et fi l’on décrit du cen- 
tre 
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tre C & du rayon CK ou CH , moitié de CM , le cercle 
KHG i l’arc HP Ce ra égal à l’arc HK : car l’angle CMF 
étant égal â CMP ou HCK, les arcs A HP, H K qui mefu- 
rent ces angles dans les cercles MF H, KHG , feront en- 
tr’eux comme les rayons {MH, HC de ces cercles. D’où 
l'on voit que la cauftique AFK eft une roulette formée par 
la révolution du cercle mobile MF H autour de l’immo- 
bile KH G, dont l’origine eft en K, îde fommet en 

Exemple III. 

IX I. S 0 1 T la courbe AMD un cercle qui ait pour dia- 
mètre la ligne AD , 8c pour centre le point C > foit le 
point lumineux^, d’où partent tous les rayons incidens 
AM, l’une des extrémités de ce diamètre. 

Si l’on mene du centre C fur le rayon incident AM la 
perpendiculaire CE : il eft clair par la propriété du cercle, 
que le point E coupe en deux parties égales la corde 
AMi&cqa’&inCiME (a) = {y. On aura donc Mp( 

= : c’eft à dire qu’il faut prendre le rayon réfléchi 

MF égal au tiers de l’incident AM. D’où l’on voit que 
DK = \AD, CK = { CD , & que * la cauftique A F K 
s= { AD, de même que fa portion AF — *AM. Si l’on 
prend AM =AC, le rayon réfléchi MF fera parallèle 
au diamètre AD > 8C par confcquent le point F fera le 
plus élevé qu’il foie poflible au delïùs de ce diamètre. 

Si l’on prend CH— {CM, & qu’on tire //.Fperpen. 
diculairc fur MF J le point F fera à la cauftique : car me- 
nanc HZ perpendiculaire fur AM, il eft clair que ML 

— {ME— {AM, puifque MH= {CM. Le cercle qui 
a pour diamètre MH, pallèra donc par le point F de la 
cauftique; & fl l’on décrit un autre cercle KHG du cen- 
tre C , &du rayon CK ou CH, il lui fera égal, l'arc HK 

P 


Fig. 105. 


* Art . 110. 
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lera égal à l’arc HF : car dans le triangle ifofcele CM A 
l’angle externe KCH=2CMA=AMF ; 6c partant les 
arcs H K , H F mefures de ces angles dans des cercles c- 
gaux , feront auflî égaux. D’où il fuit que la cauftique 
AFK^de ncore une roulette décrite parla révolution du 
cercle mobile MF H autour de l’immobile KHG , donc 
l’origine eft en K, 6c le fommec en A. 

On pourroit encore prouver ceci de cette autre ma- 
nière. Si l’on décrit une roulette par la révolution d‘un 
cercle égal au cztc\cAMD autour de celui ci, en com- 
mençant au pointai l’on a démontré dans le Corollaire 
f *Art, ni. fécond *qu’elle aura pour dévelopée la cauftique^F/v.Oc 
* Art. ico. * cette dévelopee eft une roulette de même efpece, c’eft 
à dire que les diamètres des cercles générateurs en fe- 
ront égaux ; & on déterminera le point K en prenant CK 
troifiéme proportionnelle à CD-t-DA 6c à CD, c’cft à dire 
égale à j CD. Donc , 6cc. 

Exemple IV. 

Fig. 104. in. Soit ia courbe AMD une demi. roulette ordinai- 
re décrite par la révolution du demi cercle NGM fur la 
droite BD, dont le lommet eft en A , 6c l’origine en D J 
foienc les rayons incidcns KM parallèles a 1 axe AB. 

*Art. 9 J. Puifque *AfG eft égale à la moitié du rayon de la déve- 
*Art. ii}. lopée, il s’enfuit* que fi l’on mene GF perpendiculaire fur 
• le rayon réfléchi MF , le point F fera à la cauftiqueZ)F^> 

D'où l’on voit que MF doit être prife égale à KM. 

Si l’on mene du centre H du cercle générateur MGN 
au point touchant G, 6cau point décrivant M, les rayons 
HG,HM ; il eft clair que WG fera perpendiculaire {ut BD, 
& que l’angle GMH=MGH= G MK: d’où l’on voit que 
le rayon réfléchi MF pafie par le centre H. Or le cercle 
qui a pour diamètre GH, paffe auflî par le point fjpuifque 
l’angle GF Heft droit. Donc les arcs GN, \GF, mefures du 
même angle G H N, feront entr’eux comme les diamètres 
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MN,GH de leurs cercles ; & partant l’arc GF — G N 
= GB. Il eft donc évident que la cauftique DF B eft 
une roulette décrite par la révolution entière du cercle 
GF H fur la droite BD. 

Exemple V. 

* 2-5 ■ Soit encore la courbe AMD une demi roulette Fig. ioj. 
ordinaire, dont la bafe BD eft égale à la demi-circonfé- 
rence AN B du cercle générateur. Et foienr à préfent les 
rayons incidens PM parallèles à la bafe BD. 

Si l’on mene ^.^perpendiculaire fur PM, les triangles 
réftangles GQM , BP N feront égaux &femblables ; & 
partant MQ_ = P N. D’où l’on voit * qu'il faut prendre *Art. ÿj. 
MF égale â l’appliquée correfpondante P N dans le demi- 1 1 >• 
cercle générateur A NB. 

Afin que le point F foit le plus éloigné qu’il eft polfi- 
ble de l'axe A B, il faut que la tangente MF en ce point 
foit parallèle à cet axe. L’angle PM F fera donc alors droit, 
fa moicié P MG ou PNB demi-droit» & partant le point 
P tombera dans le centre du cercle AND. 

C’eft une choie digne de remarque, que le point P 
approchant enfuite continuellement de l’extrémité B , le 
point F approche auflî de l’axe^i? jufqu’à un certain poinc 
K, apres quoi il s’en éloigne jufqu’enD» de forte que la 
cauftique AFKFD a un point de rebrouflement en K. 

Pour le déterminer, je remarque* que la portion AF * Art. us. 
— PM MF , la portion AFK==HL-*-LK,& la portion (11 . 

KF de la partie KF D, eft =HL+-LK—PM~-MF : d'où 
l’on voit que HL -t- LK doit être un plus grand. C’eft 
pourquoi nômmant AH , x i HI,y i l’arc AI , » i l’on aura 
HL -t- LK = u-+-2y, dont la différence donne du ■+■ 2dy 

*dx * 

= o , Ce ~ ■+■ 2dy = 0, en mettant pour du fa valeur 
~ ; d’où l’on tire adx = — 2ydy = 2xdx — 2adx â caulè 
du cercle j & partant AH (x) ~ {a. 
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Corollaire. 

114. L’espace AFM ou AFKFM renfermé par les 
portions de courbes AF011AFK.F, AM, & par le rayon ré- 
fléchi MF, eft égal à la moitié de l’efpace circulaire AP N. 
Car fa différence , qui eft le féâeur F MO , eft égale à la 
moitié du réctanele PpSN, différence de l’efpac eAPNi 
puifque les triangles réétangles MOm, MRm étant égaux 
& femblables , MO fera égale à MR ou NS ou Pf, & que 
de plus MF <= p N. 

Exemple VI. 

Fig. 106. HJ. 5 oit la courbe AMD une demi- roulette formée 
m par la révolution du cercle A/G-WaucourdefonégaLtfGüf, 

donc l'origine eft en A , & le fommet en D « ioient les 
rayons incidens^Af qui partent tous du point A. La li- 
gne B H qui joint les centres des deux cercles générateurs, 
paffe continuellement par le point touchantG, & les arcs 
GM, G A comme aufli leurs cordes, font toujours égaux } 
ainfi l'angle HGMz=zBGA, & l'angle G MA— G AM. Or 
l'angle HGM+BGA — GM A GA Mi puifqu’ajoûranc 
de part ôcd’aurre lemêmeangle^G^.onen forme deux 
droits. Donc l'angle HGM lèra toujours égal à l’angle 
GM Ai & partant aufli à l'angle de réfléxion GMF : d’où 
il fuit que MF paflè toujours par le centre H du cercle 
mobile. 

Maintenant fi l’on mene les perpendiculaires CE, GO fur 
le rayon incident AM : il eft clair que MO-=-OA, St que 
* Art. 100. qe= \OMi puifque* le point C étant à la dcvelopée» 
OC = jGM. On aura donc ME = % AM ,‘c'efk à dire 

a — jj> i 8c par conféquent MF (^- t ) = {y •* d’où l’on 
voit que fi l’on mene GF perpendiculaire fur MF, le point 
F fera à la cauftique AF K. 

Le cercle qui a pour diamètre G FF, paflè par le point 
8c les arcs GM, } G F, mefures du meme angl zGHM, étant 
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entr’eux comme les diamètres MN, GH de leurs cercles, 
l’arc GF fera ceal à l’arc GM, & par conféquent à l’arc 
GA. D’où il eft évident que la cauftique AF K eft une 
roulecte décrite par la révolution du cercle mobile HFG 
autour de l’immobile AGK. 

COROLLAI RE. 

12 .6. S 1 l’on décrit un cercle qui ait pour centre le 
point B , 8c pour rayon une droite égale à j HH ou AK ; 

& qu’il y ait une infinité de droites parallèles à BD qui 
tombent fur là circonférence : il eft vifible * qu’elles for- * 4 r t . u<» 
meront en fe réfléchiffant la même cauftique AFK. 

Exemple VII. 

Il 7 • Soit la courbe AMD une logarithmique fpira- Fie. 107. 
le, avec les rayons incidens AM qui partent tous du cen- 
tre A. 

Sî l’on mène par l’extrémité C du rayon de la déve- 
lopée la droite CA perpendiculaire fur le rayon inci- 
dent AM, elle le rencontrera * dans le centre A. C’cft * Art. 91. 

pourquoi AM (y) =<* jScpartant MF ( ÿ^n)—y. L e 
triangle AMF fera donc ifofeele j 8c comme les angles 
d’incidence 6c de réfléxion A MT, F MS font égaux en- 
treux, il s’enfuit que l’angle AFM eftégal i l’angle A MT. 

D’où il eft clair que la cauftique AFK fera une logarith- 
mique fpirale qui ne différera de la propofée^ZAZD que 
par fa pofition. 

Proposition II. 

Problème. 

12-8. X.A cauftique HF par réflexion étant donnée avec le Fi*. 10S. 
point lumineux B ; trouver une infinité de courbes telles que • 

AM , dont elle foit cauftique par réfléxion. 

Ayantprisà diferétionfur une tangente quelconques?.^ 
le point >4 pour un des points de la courbe cherchée AM J 

P iij 



n8 Analyse 

on décrira du centre i?,de l'intervalei?.^ l’arc de cercle 
AP , & d'un autre intervale quelconque BM, un autre 
arc de cercle. Ec ayant pris AH+HE=.BM — BA ou 
PM, on dévelopera la cauftique HF en commençant au 
point E î & l’on décrira dans ce mouvement une ligne 
courbe £Af qui coupera l'arc de cercle décrit du rayon 
* Art. uo. BM, en un point M qui lera *â la courbe AM. Car par 
conftruclion PM -*-MF — AH -t- HF. 

Ou bien ayant attaché un fil B MF parfes extrémitez en 
B & en F, on fera tendre ce fil par le moyen d’un ftile placé 
en M, que l’on fera mouvoir en forte que l’on envelopera 
• par la partie MF de ce fi! la cauftique H F > il eft clair que 
ce ftile décrira dans ce mouvement la courbe cherchée 
MA. 

Autre Solution. 

Jt 9 ‘ Ayant tiré i diferétion une tangente FM autre 
• qu e HA, on cherchera fur elle un pointé/, tel que BM 

MF— B A +-AH+- H F. Ce qui fe fera en cette forte. 
Soit prife F K=B A A H+HF, &divifant2?/C par le 
milieu en G, foit tirée la perpendiculaire GM: elle rencon- 
trera la tangente FMztt point cherché M. Ca tBM=a/k. 
Fig. 109. Si le point i?étoit infiniment éloigné de la courbe AM, 
c’eftidire que les rayons incidensj?.^, i?A/fuflent paral- 
lèles à une ligne droite donnée de pofition j la première 
conftruélion auroit toujours lieu , en confidérant que les 
arcs de cercles décrits du centre j? deviennent des lignes 
droites perpendiculaires fur les rayons ineidens. Mais cet- 
te derniere deviendroit inutile j c’eft pourquoi il faudroit 
lui fubftituer celle qui fuit. 

Soit prifè FK—AH+-HF. Ayant trouvé le point M tel 
que MP parallèle à AB perpendiculaire fur AP, foit égale 
* Art. no. à A/iC. ileft clair*que ce point feraà la courbe cherchée 
* A Mi puifque PM+-MF=AH-*-HF. Or cela fe fait ainfi. 

„ Soit menée KG perpendiculaire fur AP î & ayant pris 

KO — KG, foient tirées KP parallèle à OG, ic P N parallè- 
le à G K • je dis que le point M fera celui qu'on cherche. 
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Car à caufe des triangles femblables G KO, P MK , l’on 
aura PM— MK > puifque G K — KO. 

Si la cauftique H F fe réunifient en un point, la courbe 
Am deviendroit une fcâion conique. 

Corollaire I. 

IJO. Xl eft clair que la courbe qui paflc par tous les 
points K , eft formée par le dévclopemenc de la courbe 
HP en commençant en A, & qu’elle change de nature à 
mefure que le point A change de place fur la tangente 
AH. Donc puifque les courbes AM naiiTènc toutes de 
ces courbes par la même conftrudion , qui eft géométri- 
que -, il s’enfuit*qu’elles font d’une nature differente en- * Art. 108. 
tr’elles, & qu’elles ne fonc géométriques que lorfque la 
cauftique FfF eft géométrique Si réctifiable. 

Corollaire II. 

, J I X_Jne ligne courbe DN étant donnée avec un point Fig. iio. 
lumineux Ci trouver une infinité de lignes telles que AM, 
en forte que les rayons réfléchis DA, NM fe réunifient en 
un point donné B, après s'être réfléchis de nouveau à la 
rencontre de ces lignes AM. 

Si l’on imagine que la courbe HF foit la cauftique de 
la donnée DN, formée par le point lumineux Ci il eft 
clair que cette ligne H F doit être auflî la cauftique de la 
courbe AM ayant pour point lumineux le point donné 2? ; 
de forte <\w F K=B A A H AF , & NK= B A-*- AH 
•+■ H F -t- FN—BA-*- AD ■+• DC — CN , puifque* HD *Art. 110. 

DC — HF +-BN ■+■ NC. Ce qui donne cette conftru- 
élion. 

Ayant pris à difcrction fur un rayon réfléchi quelconque 
le point A pour un des points de la courbe cherchée AM, 
on prendra furun autre rayon réfléchi N M tel qu’on vou- 
dra, la partie NK—BA-+-AD-+-DÇ — CN i Si l’on trou- 
vera le poinc cherché M comme ci-deffus , art. 119. 
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Section VII. 

Vf âge du Calcul des différences peur trouver let 
Caujhques par réfraclion. 

Définition. 

Fis. ni. ^1 l’on conçoit qu'une infinité de rayons B A, B M, BD, 
^qui partent d’un même point lumineux B, fe rompent à 
la rencontre d’une ligne courbe AMD, en s'approchant 
ou s’éloignant de fes perpendiculaires MC , en forte que 
les finusC£des angles d’incidence CME, foient toujours 
aux finus C G des angles de réfraction CMG, en même rai- 
Fis. m. fon donnée de m à n > la ligne courbe HFN que touchent 
tous les rayons rompus ou leurs prolongemens^//, MF, 
DN , eft appellce Caufttque par rèfratlUm. 

Corollaire. 

13 2 " Si l’on envelope la cauftique HFN en commen- 
çant au point l’on décrira la courbe ALK telle que la 

tangente LF plus la portion de la caultique fora con- 
tinuellement égale à la même droite AH. Et fi l'on con- 
çoit une autre tangente Fml infiniment proche àcFML , 
avec un autre rayon d’incidence £m, & qu’on décrive des 
centres F, /?, les petits arcs MO, MR: on formera deux pe- 
tits triangles reéianglesÀ/ÆzWjjV/Owqui feront femblablei 
aux deux autres MFC, MGC , chacun i chacun -, puifque fi 
l’on ote des angles droits RME , CMm le même angle 
EMm, les angles reltans RMm, EMC feront égaux s & de 
même fi l’on ôte des angles droits GMO, CMm le même 
angle G Mm, les reftans O Mm, G MC feront égaux. C’eft 

f iourquoi Rm . Om : : CE . CG : : m . n. Or puilque Rm eft 
a différence de BM,&cOm celle de LM, il s’enfuit* que 
BM — B A fomme de toutes les différences Rm dans la 
portion de courbe AM, eft à ML ou AH — MF — F H 
fomme de toutes les différences Om dans la meme por- 
tion. 
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tionAM, comme m eft i n i & partant que la portion 

FH—AH — MF •+■ £ B A— ^ ÆM. 

m m 

Il peut arriver différens cas , félon que le rayon inci- 
dent B A eft plus grand ou moindre que2?Af, & que le 
rompu AH envelope ou dévelope la portion HF: maij 
on prouvera toujours, comme l’on vient de faire , que la 
différence des rayons incidens eft à la différence des rayons 
rompus (en joignant à l’un d’eux la portion de la caufti- 
que qu’il dévelope avant que de tomber fur l’autre ) com- 
me weftà n. Par éxemple, B A — BM-AH — MF — F H Fig. m 

••.•w.n.d’où l’on tire FH—AH-MF-k- ~ B M — ~ B A- 

Si l’on décrit du centre .5 l’arc du cercle APi il eft clair Fig. m. 
que PM fera la différence des rayons incidens B M, B A Et 
fi l’on fuppofe que le point lumineux B devienne infini- 
ment éloigné de la courbe AMD, les rayons incidensi?.^, 

BM de viendront parallèles, & l’arc AP deviendra une lu 
gne droite perpendiculaire fnr ces rayons. 

Proposition I. 

Problème général. 

La nature de la courbe AMD , le point lumineux B, Fig. ni. 
Cf le rayon incident BM étant donnés } trouver fur le rayon 
rompu MF donné de pofition , le point F où il touche la caufti- 
que par rifraïlion. 

Ayant trouvé* la longueur MC du rayon de la dé vélo- *StE. 
pce au point donné M , & pris l'arc Mm infiniment petic , 
on tirera les droites Cm, Fmi on décrira des centres 
B, F, les petits arcs MR , MO > on mènera les perpendi- 
culaires CE, Ce , CG,Cg furies rayons incidens & rompus 5 
& l’on nommera les données BM,yi ME, a,MG,b> ôc 
le petit arc MR , dx. Cela pôle. 

Les triangles ré&angles femblables MEC & MRm , 

MGC & MOm , B MR Bc BQe , donneront ME (a) . MG 

(b) y. MR (dx ) . MO Et BM (y) . ^ou BE 
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(y a) :: MR (dx) . J%e_= . Or par la pro- 

priété de la réfraction Ce. Cg CE . CG :: » . n Et par 
tant m . n :: Ce — CE ou Qe ( v — J. Cg — CG ou 
St = m - nix *' n - d ~ . Donc à caufe des triangles rectangles fera- 

cS my D 

blablesf^O ôc F 5 g, l'on aura MO - Sg( im “* 

Mofy :: MS ou MG (b) . MF=j^~^T a - C» 
qui donne cette conftructtorr. 

Tic. 113. Soit fait vers CM l’angle ECH = GCM r , & foit prife 
vers B , MK = — . Je dis que fi l'on fait HK . HE :: MG. 
MF- I e point F fera à la cauftique par réfraétion. 

Car à caufe des triangles lemblablesCG M, CEH, l’on aura 
CO.CB.V8.»:: MGfbJ.EH—^ D'oùl’ontire H E—ME 
ou H M — MK ou HK = i V—V—- \ 

& partant HK ~“ n ) : HE(^) :: MG (b). 

MF = t —* , * . . 

** bmy — nny — aan 

Il eft clair que fi la valeur de HK eft négative, celle de 
MF le fera aulfi : d’on il luit que le point M tombe entre 
les points G, F , lorfque le point H lé trouve entre les 
points K, E 

Fie m ni Si le point lumineux B tomboit du côté du point £, 
3 * ou ( ce qui eft la même choie } fi la courbe AMD croit 
concave du côte du point lumineux B -, y deviendroit né- 
gative de pofitive qu’elle ctoit auparavant, & I on auroic 

r — bbmy „„ bbmy 

par conlcquent MF — m*n bmy — »uy f «*»* 

Et la conftrudion deraeureroit la même. 

Si l’on fuppofe que v devienne infime , c’eft à dire que le 
point lumineux B lou infiniment éloigné de la courbe 
AMD ; les rayons incidens leront parallèles entr'eux, & 

l’on aura MF—- parecque le terme aan fera nul 
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par rapport aux deux autres bmy, any ; & ; comme MK (ÿ) 
s'évanouit alors, il n’y aura qu’à fair zHM.HE-MG.MF. 
Corollaire I. 

IJ 4 * On démontrera, de même que dans les caufti- 
quespar refléxion*,qu’une ligne courbe ^A7Z) n'a qu'une * Art. 114. 
feule cauftique par réfraction, la raifon d c mi n étant nj- 
donnée; laquelle cauftique eft toujours géométrique fk ré- 
clifiable,lorfque la courbe propofce- 4 /W 7 > eft géométrique. 

Corollaire II. 

1 3J. S 1 le point E tombe de l'autre côté de la perpen- 
diculaire MC par rapport au point G , & que CE foit 
égale à CG ; il eft clair que la cauftique par réfraction fe 
enangera en cauftique par réflexion. En effet on aura Ai F 

P uifc i ue *»=». &< i ue * devient 

négative de pofitive qu’elle était, & de plus égale à 6 . Ce 
qui s’accorde avec ce qu’on a démontré dans la fcélion 
précédente. 

Si m eft infinie par rapport à»; il eft clair que le rayon 
rompu MF tombera fur la perpendiculaire CM ; de forte 
que la cauftique par réfraction deviendra la dévelopée. 

En effet on aura MF=i, qui devient en ce cas MC: c’eft- 
i-dire que le point F tombera fur le point C, qui eft à la 
dévelopée. 

Corollaire III. 

136. S 1 la courbe AMD eft convexe vers le point lumi- 
neux J?, & que la valeur de MF foic 

pofitive ; il eft clair qu’il faudra prendre le point F du 
même côté du point G, par rapport au point M, com- 
me on l'a fuppofé en faifant le calcul : & qu’au contraire 
fi elle eft négative, il le faudra prendre du côté oppofé. 

Il en eft de même lorfque la courbe AMD eft concave 
vers le point B ; mais il faut obftrver qu’on aura pour lors 

Qjj 
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MF — . . D'où il fuit que les rayons rompus 

infiniment proches font convergens lorfque la valeur de 
MF eft pofitive dans le premier cas , 8c négative dans le 
fécond : 6c qu’au contraire ils lont divergens lorfqu'clle eft 
négative dans le premier cas , 8c poficive dans le fécond. 
Cela pofé -, il eft évident , 

i°. Que fi la courbe AMD eft convexe vers le point 
lumineux B, 6 c que m foit moindre que n ; ou que fi elle 
eft concave vers ce point ,8c que m furpafle n: les rayons 
rompus infiniment proches feront toujours divergens. 

i°. Que fi la courbe AM D eft convexe vers le point lumi- 
neux B , 6 c que m furpafle n ; ou que fi elle eft concave vers 
ce point , 8c que m foit moindre que n : les rayons rompus 
infiniment proches feront convergens, lorfque MK (y) 
eft moindre que MH^~ — a ou a —J ; divergens, lorft 

qu’elle eft plus grande ; 8c parallèles , lorfqu’elle eft égale. 
Or comme MK—°, lorfque les rayons incidens font pa- 
rallèles, il s’enfuit qu’en ce cas les rayons rompus infini- 
ment proches feront toujours convergens. 

Corollaire IV. 

137. S 1 le rayon incident BM touche la courbe AMD 
au point A/, l’on aura MF (<<) = 0 > 8c partant MF — 6 . 
Ce qui fait voir que le point F tombe alors fur le point G. 

Si le rayon incident B M eft perpendiculaire à la courbe 
AMD, les droites ME (a) 6 c MG {b) deviendront éga- 
lés chacune au rayon CM de la dévelopée ; puifqu’elles fe 
confondent avec lui. On aura donc MF — , 

my — ny - 4 - b n * 

qui devient lorfque les rayons incidens font parallè- 
les entr’eux. 

Si le rayon rompu MF touche la courbe AMD au point 
M , l’on aura MG {b) — o. D’où l’on voit que la cauftique 
touche alors la courbe donnée au point M, 
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Si le rayon CM de la dévelopee eft nul * les droites 
ME {a ) , MG ( b) feront aufîi égalés à zéro * ôc par confe- 
quent les termes aan, bbmy lont nuis par rapport aux au- 
tres bmy, any. D’où il fuit que AfjF = o> 8cqu’ainfi la cau- 
ftique a le point M commun avec la courbe donnée. 

Si le rayon CM de la dévelopee eft infini -, les droites 
M£(a), MG (b) feront aufîi infimes* Se par-conféquenc 
les termes bmy, any feront nuis par rapport aux autres 

aan, bbmy : de forte qu’on aura MF — Or*conr * Art. 155. 

me cette quantité eft négative lorfque l’on fuppofe que 
le point F tombe de l’autre côté du point B par rapport 
à la ligne AMD , Se qu’au contraire elle eft pofitive lors- 
qu'on fuppofe qu’il tombe du même côté ; il s’e.nfuit*que *Art. 13$. 
l’on doit prendre le point F du même côté du point B, 
c’eft-à-direqueles rayons rompus infiniment proches font 
divergens. Il eft évident que le petit arc Mm devient alors 
une ligne droite, & que la conftruétion précédente n’a 
plus de lieu. On peut lui fubftituer celle ci , qui fcrvira 
à déterminer les points des cauftiques par rcfra&ion lorf 
que la ligne AMD eft droite. 

Ayant mené BO perpendiculaire fur le rayon incident Fi* 5 - »+• 
BM, Se qui rencontre en O la droite MC perpendiculai- 
re fur AD i on tirera OL perpendiculaire fur le rayon 
rompu MG, 6c ayant fait l’angl eBOH égal à l’angle LOM , 
on fera BM- B H :: ML . MF. Je dis que le point .F fera à 
la cauftique par rcfradion. 

Caries triangles rédangles MEC&CMBOyMGC&MLO 
feront toujours femblables de quelque grandeur que l'on 
fuppofe CM-, 6c partant lorfqu’elie devient infinie, l’on 
aura encore ME(a) . MG(b):: BM(y) .ML =~. Et à 
caufe des triangles femblablesOZ/t/,Oi?A/,ron aura aufîi 
OL.OB[n.m ) ML (^)-BH==^-. D’où Ion voit que 

Qj'i 
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COAOLLAIAE'V. 

138.1 l eft clair que deux quelconques des trois poino 
B , C, F, étant donnés, on peut facilement trouver le 
troificme. 

Exemple I- 

Fic. itj. 139. Soit la courbe AMD un quart de cercle qui ait 
pour centre le point Ci fuient les rayons iniidens B A, 
BM, BD parai leles entr'eux , & perpendiculaires fur CD; 
foit enfin la raifon de m à n , comme jl 1, qui elt celle 
que fouffrent les rayons de lumière en paflànt de l’airdans 
le verre Puifquc la dévelopée du cercle AMD fe réiinit 
en un point C qui en cfl le centre, il s’enfuit que fi l’on 
décrit une demi circonférence MEC qui ait pour diamè- 
tre le rayon CM, & qu’on prenne la corde CG — \CEi 
la ligne MG fera le rayon rompu, fur lequel on détermi- 
nera le point comme l’on a enfeigné ci-devant art. 13}. 

Pour trouver le point H où le rayon incidenti?,^ per- 
pendiculaire fur AMD touche la cauftique par réfra- 

*An. 157. dion, l'on aura *AH(^~^)=jbz=ijCA.ï.t fi l’on décrit 

une demi circonférence CND qui ait pour diamètre le 
rayon CD , & qu’on prenne la corde CN=^CD -, il eft 

* Art. 157. clair * que le point N fera à la caullique par réfradion, 

puifque le rayon incident BD touche le cercle AMD au 
point D. 

* Art. i)i. Si l’on mené ^/'parallèle à CD* il eft vifib!e*que la 

portion FH=AH — MF — j PM : de forteque lacau- 
ftique entière HFN — j CA — DN~ J-^—CA. 

Fie. 116. Si le quart de cercle AMD eft concave vers les rayons 
incidens BM , & que la raifon de m à n foit de 2 àji on 
prendra fur la demi-circonférence CEM qui a pour dia- 
mètre le rayon CM, la corde CG = |C£, & on tirera le 
rayon rompu MG fur lequel on déterminera le point F 
par la conftrudion générale art. 133. 
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garithmique fpirale que la donnée AMD,& quelleneil 

diffère que par fa pofition. 

Proposition II. 

Problème. 

Fia. iiS. 141. L a caufiique H F par réfraüion étant donnée avec 
J on point lumineux B, &la raifon de m à n ; trouver une in- 
finité de courbes telles que AM , dont elle foit caufiique par re- 
fr a il ion. 

Ayant pris à diferétion fur une tangente quelconque 
HA, le point A pour un des points de la courbe AM., on 
décrira du centre B 8 c de l’intervale B A 1 arc de cercle 
AP, 8 c d’un autre intervale quelconque BM un autre arc 

de cercle; 8c ayant pris A E — ^-PM, on décrira en en- 

velopant la caufiique H F une ligne courbe EM, qui cou- 
pera L’arc de cercle décrit de l’intervale iJA/, en un point 
* Art. i)i. M qui fera à la courbe cherchée. Car *PM. AE ou ML 
:: m.n. 

Autre Solution. 

14L. On cherchera fur une tangente quelconque FM, 
autre que HA, le point M tel que HF ■+■ FM-*- p^BM 
—HA -*-" m BA. C’efl pourquoi fi l’on prend FK^= ~ B A 
■ 4 - AH — F H, 8c qu’on trouve fur F K un point M tel que 
*An. iji. MK == ~ BM, il fera * celui qu'on cherche. Or cela fc 

Fig. 119. peut faire en décrivant une ligne courbé GM telle que me- 
nant d’un de fes points quelconque M aux points don- 
nés B, K, les droites MB, MK, ellesayent toujours enrr- 
elles un même rapport que min. Il n’efl donc queflion 
que de trouver la nature de ce lieu. 

Soit pour cet effet menée MR perpendiculaire fur BK, 
8c nommée la donnée B K , <* ; 8c les indéterminées BR, 
xi RM, y. Les triangles rédangles ÉRM, K.RM donne- 

ront BM — V** ~r-yy, àiKM=^a 4 — zax-t ** -i -yy : 

de 
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de forte que pour remplir la condition du Problème , l’on 
aura \/xx • yy Vaa — 2a x xx -* -yy m.n. D’où l’on tire 
yy = un lieu au cercle que l’on 

conftruira ainfi. 


Soit prife BG — fit B£L = ï,*^ > & foit décrit du 

diamètre GQ la demi-circonférence Gm£}j je dis qu’elle 
fera le lieu requis Car ayant^X ouB£>j-ER = — x. 


tcRG ou BR — BG=>x — — ^ - > la propriété du cercle, 
qui donne <%R x RG= Rm\ donnera en termes analyti- 
ques jy~*= z-rr -**. 


Si les rayons incidens B A, BM font parallèles à une Fig. uo.. 
droite donnée de pofition, la première folution aura tou- 
jours lieu ; mais celle ci deviendra inutile, & on pourra 
lui fubftituer la foivante. 

Soit pnfè FL =zAH — H F ; Sc ayant mené LG pa- 
rallèle à AB fie perpendiculaire fur AP, on prendra LO 

= ^ LG , 8c on tirera LP parallèle à GO, fie PM parallèle 
à Gl. Il cft clair* que le point M fera celui qu’on cher- *An, iji. 
che j car puifque LO =~LG y ML =^Pm. 

Si la cauftiquePf/par réfraétion, fe réunit en un point} 
les courbes AM deviennent les Ovales de Defcartes , qui 
ont fait tant de bruit parmi les Géomètres. 

Corollaire I. 

143. O N démontre de même que dans les cauftiques par 
réricxion*,que les courbes AM font de nature differente * Art, 1 jo. 
entr’elles, fie qu’elles ne font géométriques que lorfque la 
cauftique H F par réfraction cft géométrique fie rédifiable. 

Corollaire *11 . 

144. U* e ligne courbe AM étant donnée avec le Fig. m. 
point lumineux B, fie la raifon de m in-, trouver une infi- 

R 
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liité de lignes telles qu cDN, en forte que les rayons rom- 
pus MNie rompent de nouveau à la rencontre de ces li- 
gnes DN pour fe réunir en un point donné C. 

Si l’on imagine que la ligne courbe HF fait la cauftique 
par réfraction de la courbe donnée AM , formée par le 
point lumineux B > il eft clair que cette même ligne MF 
doit être auflî la cauftique par réfradion de la courbe cher- 
chée DN, ayant pour point lumineux le point donné C. 
*An. 131. C’eft pourquoi* ^BA+AH— ^BM+MF+FH, Sc 
NF~*-FH — ~NC=HD— £ DCi & partant ~BA-*-AH 
— £ BM •+■ MN -+- HD — £ DC -t- £ NC i & tranfpo- 
fantà l’ordinaire, £ BA- n m BM^-~ DC-+AD—MN 
•+--NC. Ce qui donne cette conftrudion. 

Ayant pris à diferétion fur un rayon rompu quelcon- 
que AH le point D pour un de ceux de la courbe cher- 
chée DN, on prendra fur un autre rayon rompu quelcon- 
que MF la partie MK — £ B A — £ BM £ DC-*-AD ! 
'Art. 141. & ayant trouvé, comme ci.dcflus *, le point N tel que 
* Art. iji. p/K = - NC, il eft clair * qu’il fera à la courbe DN. 

Corollaire Ge’ne’ ral. 


114, 

u? 

H3 


ij. 

154. 


Pour les trois Sellions précédentes. 

*Art. Sc. 14p. ][ L eft manifefte * qu’une ligne courbe n’a qu'une 
* 1 '?% feule dévelopée, qu’une feule cauftique par réfléxion, 6c 
114.nf.1-.. q U » une f eu ] e p ar rc f rat qion, le point lumineux 6c le rap- 
port desfinus étant donnés, lefquelles lignes font toujours 
géométriques & rédifiablcslorfque cette courbe eft géo- 
métrique. Au lieu qu’une meme ligne courbe peut être la 
dévelopée, 6c l’une 6c l’autre cauftique dans le même rap- 
port des fînus, 6c' dans la même pofirion du point lumi- 
neux, commune à une infinité de lignes très differentes 
entr’elles, 6c qui ne font géométriques que iorfque cette 
courbe eft géométrique 6c redifiabie. 
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Section VIII. 

Vfagc du calcul des différences pour trouver les points 
des lignes courbes qui touchent une infinité de lignes 
données de pofition , droites ou courbes. 

Proposition I. 

Problème. 

I46* Soit donnée une ligne quelconque AMB, qui ait Fie. ut. 
four axe la droite A P j foient de plus entendues une infinité 
de paraboles AMC, AmC, qui pafient toutes far le point A, (fi 
qui ayentpour axes les appliquées PM , pm. il faut trouver 
la ligne courbe qui touche toutes ces Paraboles. 

Il eft clair que le point touchant de chaque parabole 
AMC eft le point d’interfeélion C où la parabole AmC , 
qui en eft infiniment proche, la coupe. Celapofé,8cayant 
mené CK parallèle à MP , foient nommées les données 
A P, xi PM, y > 6c les inconnues AK,u> KC , ^ On aura 
par la propriécéde la parabole, ~fip l fxxj ,~Fk 1 fuu — 2 ttx 
-i - xx) :: MP (y) . MP — CK (y — z). Ce qui donne zxx 
= 2 uxy — uuy , qui eft l’équation commune à toutes les 
paraboles telles que AMC. Or je remarque que les in- 
connues AK (u) 8c KC (z) demeurent les mêmes , pen- 
dant que les données AP (x) 8c PM (y ) varient en de- 
venant Apte pmi 8c qu’il n’arrive que KC (t,) demeure 
la meme , que lorfque le point C eft celui d’inrerfe- 
«ftion : car il eft vifible que par tout ailleurs la droite KC 
coupera les deux paraboles AMC, AmC en deux diffé- 
rens poinrs, 8c qu’elle aura par conféquenr deux valeurs 
qui répondront à la même d c AK. C’cft pourquoi fi l’on 
traite a 8c s^comme confiantes, en prenant la différence 
de l’équation que l’on vient de trouver, on détermine- 
ra le point C à être celui d’interféélion. On aura donc 
iZfdx = iuxdy -t- zuydx — uudy : d’où l’on tire l'inconnue 
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A K (u) = en mettant pour <. fa valeur 

— uuy & | a nature de I a courbe AMB étant donnée, 

XX 

on trouvera une valeur de dy en dx , laquelle étant fubfti- 
tuée dans la valeur de AK, cette inconnue fera enfin ex- 
primée en termes entièrement connus & délivres des dif- 
férences. Ce qui étoit propofé. 

Si au lieu des paraboles^yWC,on propofoit d’autres lignes 
droites ou courbes dont la pofition fût déterminée, on ré- 
foudroit toujours le Problème à peu près de la même ma- 
nière : èc c’eft ce que l’on verra dans les Propositions Vivan- 
tes. 

Exemple. 

147. Que l’équation xx — j.ay — +yy exprime la na- 
ture de la courbe AM B : elle lera une demi -ellipfe qui 
aura pour petit axe, la droite AB = perpendiculaire lur 
AP , 8C dont le grand axe fera double du petit. 

On trouve xdx = zady — 4 ydy ; & partant AK 

( ?% ) = y — u - ^ fuit q uc fi l’ on p rcn< i 

AK quatrième proportionnelle à MP, PA, AB, & qu’on 
mene KC perpendiculaire lut AK > elle ira couper la pa- 
rabole A MC au point cherche C. 

Pour avoir la nature de la courbe qui touche toutes 
les paraboles , ou qui palTc par tous les poinrs C ainfi trou- 
vés, on cherchera l’équation qui exprime la relation de 
AK(u) à KC fcj en cette forte. Mettant à la place de 
« fa valeur ~ dans jycx = wxy — uuy , l’on en tire 

y = rr ^ i j «c partant * ou^=-*^-. Si donc l’on 

met ces valeurs à la place de x dans xx <= 447 — +yy, 
on formera l’équation uu — — 4^ où x & y ne fë 

rencontrent plus, & qui exprime la relation deAKà KC. 
D’où l’on voit que la courbe cherchée eft une parabole 
qui a pour axe la ligne B A, pour fommet le point B, pour 
foyer le point A, Sx. dont le paramétré par confèquenteft 
quadruple de AB. 
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On vient de trouver^ = d'où l’on tire KC ( r.) 

= . Or comme cette valeur eft pofitive lorfque 

2y furpaflè^, négative lorfqu’il eft moindre, & nulle lorf- 
qu’il lui eft égal: il s’enfuit que le point touchant C tom- 
be au dellustie./tf/'dansle premier cas, comme l’on avoit 
fuppofe en failant le calcul j au deflous dans le iécond, & 
enfin fur AP dans le troifiéme. 

Si l’on mene la droite AC qui coupe MP c n G 3 je dis 
que MG =BQ, & que le point G eft le foyer de la para- 
bole A MC. Car, i°.AK (j ) . KC AP (x). 

PG — zy — a. Sc partant MG— a — y —BQ. 1°. Le para- 
métré delà parabole AMC,e{i=j.a — yycn mettant pour 
xx fii valeur ^..ty — partant MG (a — ^eft la qua- 

trième partie du paramétré : d'où l’on voit que le point 
G eft le foyer de la parabole ; Ôcqu’amfi l’angle BAC doit 
êtredivifé en deux également par la tangente en A. 

Il fuit de ce que le paramétré de la parabole A MC eft 
quadruple de B que le fommet M tombant en A , le 
paramerre fera quadruple de AB, ficqu’alnfiia parabole, 
quia pour fommet le pointé, eft alymptotique de celle 
qui paffè par tous les points C. 

Comme la parabole BC touche toutes les paraboles 
telles que A MCi il eft clair que toutes ces paraboles cou- 
peront la ligne déterminée AC en des points qui feronc 
plus proches du point A que le point C ■ Or l’on démon- 
tre dans la Baliftique(en(uppofaht que^üC foit horizon- 
tale) que toutes les paraboles telles que A MC marquent 
le chemin que décrivent en l’air des Bombes qui feroient 
jetcées par un Mortier placé en A dans toutes les éléva- 
tions poflibles avec la même force. D’où il fuit que fi 
l’on mène une droite qui divife par le milieu l’angl cBAC ; 
elle marquera la pofition que doit avoirlc Mortier, afin 
que la Bombe qu’il jette, tombe fur le plan redonné de 
pofition , en un point C plus éloigne du Mortier , qu’en 
toute autre élévation. 

R iij 
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Proposition II. 

Problème. 

Fig. 113. 148. Soit donnée une courbe quelconque AM, qui ait 
pour axe la droite APj trouver une autre courbe BC telle 
qu’ayant mené à diferétion l'appliquée PM, & la perpendi- 
culaire PC à cette courbe , ces deux lignes PM, PC foient tou- 
jours égales entr elles. 

Si l’on conçoit une infinité de cercles décrits des cen- 
tres />, p , & des rayons PC , pÇ égaux â PM , pm ; il eft: 
clair que la courbe cherchée BC doic toucher tous ces 
cercles, & que le point touchant C de chaque cercle eft 
le point d’inceriedion où le cercle qui en eft infiniment 

{ 'roche, le coupe. Cela pofé , foit mené CK pcrpendicu- 
aire fur AP > foient nommées les données & variables 
AP, x i PM ou PC, y s les inconnues & confiantes AK, 
u J KC , & l’on aura par la propriété du cercle Te 1 

= PK's-~KC' 1 , c'eflàdire en termes analytiques^ = xx 
— 2ux + uu qui efl l’équation commune à tous 

ces cercles, dont la différence eft 2ydy = axdx — audx: 
d’où l’on tire P K ( x — » = ^ » ce qui donne cette con- 
ftruclion générale. 

Soit menée perperïdieulaire à la courbe AM s & 
ayant pris PK—P.ÿ^, foit tirée KC parallèle à PM: je dis 
qu’elle rencontrera le cercle décrit du centre P & du 
rayon PC — PM au p§mrC,oùil touche la courbe cher- 
chée BC. Ce qui eft évident j puifquc/ > J^=-^. 

On peut encore trouver la valeur de P K de cette au- 
tre manière. 

Ayant mené ro perpendiculaire fur Cp, les triangles 
réclangles pOP, PKC feront femblablesj & partant Pf 

(du). OP (dy) :: PC (y ) . P K = g. 

Lorfque Pgj= PM, il eft clair que le cercle décrit du 
rayonne, Couchera KCau point JC: de forte que le point 
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touchant Cfe confondra avec le point K , 8c tombera par 
conféquent fur l’axe. 

Mais lorfque P(f furpaffera PM , le cercle décrit du 
rayon PC ne pourra toucher la courbe PC J puifqu’il ne 
pourra rencontrer la droite AC en aucun point. 

Exemple. 

x 49 - Sot T la courbe donnée AM , une parabole qui Fig. uj. 
ait pour équation ax —yy. On aura P^jau P K (x — u) 

= 7 ai &c par confequent x — \a-*- u, &cyy — ~aa -t- XK 
à caufè du triangle ré&angle PKC. Or fi l’on met ces va- 
leurs dans ax—yy , on formera l’équation \aa -*-au = yia 
h- syy ou \aa -+- au — qui exprime la nature de la 
courbe PC. D’où il effc clair que cette courbe eft la mê- 
me parabole que AM > puifqu’ellcs ont l’une 8c l'autre le 
même paramétré a, & que fon fommet P eft éloigné du 
fommet A de la diftance PA == \a. 

Proposition III. 

Problème. 

IJO. Soit donnée une ligne courbe quelconque AM , qui Fig. 114. 
dit four diamètre la droite AP , & dont les appliquées PM, 
pm [oient parallèles à la droite KQjlonnéc de pofttion J & 
ayant mené MQ, mq parallèles i AP, foient tirées les 
droites PQC , pqC. On demande la courbe AC qui a pour 
tangentes toutes ces droites : ou , ce qui eft la mime chofe , 
il s'agit de déterminer fur chaque droite PQC le point tou- 
chant C. 

Ayant imaginé une autre tangente pq n infiniment pro- 
che de PJ%C, 6c mené CK parallèle à A Cf on nommera 
les données 6c variables AP , xi PM ou Ajfy ; les in- 
connues 6c confiantes AK, ui AC , a; j 8c les rnangles 
femblables P A Cf, PKC donneront AP (x). Af(y) 
î: P K (x+ -u), KC (xJ = y •+• ^ . qui eft l’équation 


t. 

% 
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commune d toutes les droites telles que KC. Sa différen. 

ce eft dy + =o, d’où l'on tire^JC (a) 

Ce qui donne cette conftruélioo générale. 

Soit menée la tangente MT, & foit prife AK troifiéme 
proportionnelleà AT, A P: je dis que fi l’on mene KC pa- 
rallèle à A 9 , elle ira couper la droite P£C au point 
cherche C. 

Car AT(l±^*Ly A P (x) y. AP (x) . AK 
Exemple I. 

Fie. 114. ïfi. Soit la courbe donnée AM, une parabole qui 
air pour équation ax=yy. On aura AT— A P i d’où il fuit 
que AK («) = x, c’eft â dire que le point K tombe fur 
le point T. Si l’on veut à prefent avoir une équation qui 
exprime la relation de AK (») à KC (aj; on trouvera 
KC (z) — 2y, puifque l’on vient de trouver que P K eft 
double de AP. Mettant donc à la plate de x Si y leurs 
valeurs u St j-s^ dans ax = yy , on aura au — x&: d’où 
l’on voit que la courbe A' eft une parabole qui a pour 
fommet le point A , & pour paramétré une ligne quadru- 
ple du paramétré de la parabole AM. 

Exemple II. 

Fig. 115. ïjl. Soit la courbe donnée AM , un quart de cercle 
B MD qui ait pour centre le point A, & pour rayon la li- 
gne AB ou AD , que j’appelle a. Il eft clair que PQ^clt 
toujours égale au rayon AM ou AB , c’eft à dire qu’elle 
eft par tout la même ; de forte que l’on peut concevoir 
que fes extrémités P , gliflènt le long des côtes BA t 

AD de l’angle droit B AD. On aura AK (*) = , puifque 

AT — " J & les parallèles KC’ J v<J^_donneront^/ , (x).PJ^ 

(a) :: AK (£)■ J%C=™ . D’où l’on voit que pour avoir 

le point touchant C, il n'y a qu’i prendre QC troifiéme 

propor- 
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proportionnelle à PQj*. AP. Si l’on cherche l’équation 
qui exprime la nature de la courbe BCD , on trouvera 
celle-ci,#* — jaau* ■+ s a * uu — a s = o. 

•+ 3 Z&. 3 a **&. 

•+" 3 < — 

f ^ 

Corollaire I. 

IJ3- S 1 l’on veut chercher le rapport de la portion DC 
de la courbe BCD à fa tangente CP, l’on imaginera une 
autre tangente ^infiniment proche de CPi 8c ayant dé- 
crit du centre C le petit arc DO, l’on aurar/ — CP ou Op 

- ce = — pour la différence de CP = ” ~ 
d'où l’on tire Ce = 0/ -*> Or à caufe des triangles ré- 
âangles femblables QJPA, PpO, l’on aura />£(<*). AP [x) 

: : Pp IJx) . Op ~~ • 8t partant Ce — = DC — De. Il 

eft donc manifefte qu’en quelque endroit que l’on prenne 
le point C, l’on aura toujours DC — De ).CP — cp 
çi* dx y ; ; J . 2. D’où il fuit que la fomme de toutes les 

différences DC — Z)r qui répondent à la droite PD, c’efl 
à dire* la portion DC de la courbe BCD, eft à la fomme *Jrt. 5 6. 
de toutes les différences CP — cp qui répondent à la même 
droite P Z), c’eftà dire* à la rangent tCPy.3.2. Et de mê- *^ rf . 
me que la courbe entière DCDeftâ fa tangente BA :: 3.2. 

Corollaire II. 

15 4. S 1 l’on dévclope la courbe BCD en commençant 
par le point D, on formera la ligne courbe DNF telle que 
CN.CP:: 3.2 . puifqueCZVeft toujours égale à la portion 
DC de la courbe BCD. D’où il fuit que les fécleurs fem- 
blables CNn, CPO font entr’eux p.p..Sc partant que l’ef- 
pace DCN renfermé par les courbes DC, DN, 8c par la 
droite CN qui eft tangente en C, 8c perpendiculaire en 
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A^, eft à l’efpace DCP renferme par la courbe DC, Si par 

les deux tangences DP, CP, comme p. à q.. 

Corollaire III. 

IJJ’- Le centre de pefanteur du féctcur CAO? doit être 
fitué fur l’arc7 , 0jpuifqueC7 , =^-CAf. Et comme cet arc 
eft infiniment petit, il s’enfuit que ce centre doit être fur la 
droite AD ; & partant que le centre de pefanteur des ef- 
paces DCN , B DF , qui font compofés de tous ces fé- 
cleurs , doit êcre fur cecce droite AD : de forte que fi l’on 
décrivoic de l’autre côté de B F une figure toute pareille 
à B DF, le centre de pefanteur de la figure entière (eroit 
au point A. 

Corollaire IV. 

A caufe des triangles rectangles femblables P£2j4, 
p PO, l’on aura PQ^fa). AQ°i\ PM(>/aa — xx)::Pp (dx) . 

PO — A ^“‘~ xx . Et à caufe desftâeurs femblables CPO, 
CNn , l’on au ra aufli CP. CN, ou 2 . p ::PO (± Ù ' *fi~ xx J.^Tn 
* Art. 1 . = ) dxt '*‘~ xx .. Or le réélanglc MP * Pp, c’cft à dire * le 

petit efpace circulaire MPpnt = dxVaa — xx. On aura 
Aonc. ABxNn = \MPptu : d’où il fuit que la portion ND 
de la courbe DNF étant multipliée par le rayon AB , eft 
fclquialtcredu fegment circulaire D M P, & que la courbe 
entière DNF eft égale aux trois quarts de B MD qua- 
trième partie de la circonférence du cercle. 

Proposition IV. 

Problème. 

Fig. 116. IJ 7 * Soit donnée une courbe quelconque AM, qui ait 
pour axe la droite AP; & [oient entendues une infinité de per- 
pendiculaires MC, mC à cette courbe. On demande la courbe 
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tre droite mn infiniment proche de MN , & qui la coupe 
par conféquent au point C où clic touche la courbe donc 
il s’agit de déterminer les points. Il eft clair que la droite 
AiN, pour parvenir en mn, a parcouru paries extrémités 
les petites portions Mm,Nn des lignes NM, EN, Iciquelles 
font communes à caufe de leur infinie petitclle , aux tan- 
gentes T M, T N : de forte que l’on peut concevoir que la 
ligne Ai N pour parvenir dans la fituation infiniment pro- 
che »«,ait glifle le long des droites TM, T N données de 
pofition. 

Cela bien entendu , foient menées fur NT les perpen- 
diculaires MP, CK i foient nommées les données & va- 
riables TP, Xi P Ai, y J les inconnues Si confiantes T K, #i 
KC, j & la donnée M A^qui demeure par tout la même, 
<*.Le triangle rédangle MPN donnera PN — >/aa — yy -, 
& d caufe des triangles lêmblablesiV/’M, NKC, l’on au- 
ra NP ( Vaa — ~yy ) . PM (y ) :: NK (a — x — Vaa — yy)- 


= y*- — ~ — y. dont la différence donne aaudy 

— aaxdy — aitydx -t-y'dx = aady — yydyVaa — yy : d’où 
en faifânt '/âTCdEÿy = m pour abréger, l’on tirePK (a — x) 


m , dy « 4 » mmydx 
MM 


« 4 - mmx 

44 


en mettant pour ydx fa va» 


leur , à caufe des triangles fcmblables mRM, MPT } 
& partant MC— ™~ • ce qui donne cette conftru- 


dion. 

Soit menée TE perpendiculaire fur MN, & foit prife 
MC=- NE : je dis que le point C fera celui qu’on cher- 
che. Car à caufe des triangles rédangles femblables 
MNP, T NE, l’on aura MN {a) . NP {m) s; NT(m-t-x). 


NE ou MC = 


mm - 4 - mx 

4 


Autre manière. Avant mené7\E perpendiculaire furMN, 
Si décrit du centre C les petits arcs MS, NO, on nommera 
les données NE,n ET, s ; MN, a -, Si l’inconnue CM, t. 
On aura Sm ou On=.dt -, Si les triangles rédangles fem- 
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blables METS(.mSM,NET&inON, CMS & CNO donne. 

ront ME(r — a). ET [s) :: mS [dt) . SM — L [ NE ( r ). 

ET (s) :: nO {dt) . ON^-y- Et MS - NO (j^). 

MS (~rj •• • MN{a) . MC (t) =■ r. Ce qui donne la 

même confkruétion que ci-dcflus. 

Si l’on luppofe que les lignes AM,J 1 N foient des droi- 
tes qui faflènt cntr’elles un angle droit ; il eft vilible que 
la courbe cherchée eft la meme que celle de 1 article 1 ji. 

Proposition VI. 

Problème. 

i;9. Soient données trois lignes quelconques L , M , N ; Fia. uS. 
(j~ foient entendues de chacun des points L , 1 de la ligne L 
deux tangentes LM t£LN, lm &\n, aux deux courbes M 
é- N , une à chacune. On demande la quatrième courbcC,qui 
ait pour tangentes toutes les droites MN ,mn qui joignent les 
points touchans des courbes M , N. 

Ayant tire la tangente LE, & mené par un de les points 
quelconque E les perpendiculaires EF , EG fur les deux au- 
tres tangcntesA/Z, NZ, on concevra que le point/ foit in- 
finiment près du point L > on tirera les petites d roi tes LH, 

ZK perpendiculaires fur ml, ni s comme auflï les perpen- 
diculaires MP, mP, »£ fur les tangentes MZ, ml, 

EJ Z, ni, lefquelles perpendiculaires [s’entrecoupent aux 
points Pèc^, rout cela formera les triangles rectangles 
femblablcs EF Z & ZHl, EGL & LKli comme auffi les 
triangles ZMH & M Pm, ZnK & NQn rectangles en H & 

?«, A & N, qui feront femblablcs entr'eux ,pui(que les^an- 
glcs ZMH,MPm étant joints l’un ou l’autre au même 
angle P Mm, font un droit. On prouvera de même , que 
les angles LnK, Ngn font égaux entr’eux. 

Celapofé, on nommera le petit coté Mm du polygone 
qui compofë la courbe M,du -, SC les données EE,tn ; EG, 

»i MN ou mn, a-, MZ ou ml ,b -, N Z ou ni, c -, MP ou 

S iij 
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fnP,fiM^onn^,g{\c prens ici les droites MP, MQ, 
pour données, parceque la nature des courbes M , N étant 
donnée par la fuppofition , on les pourra toujours trou- 
*A,t. 78. ver : ) ; 6c l’on aura , 1° , MP (/) . ML ( b ) Mm {du). LH 

= 7 1 - t°.EF{m). EG(n)::ZH(~).LK==^' 

3°. LM ou Ln[c) . n.^ (g) :: LK (-"£) . n M = 

4 ° ( menant MR parallèle â ML ou ni) ml(b).ln (c ) 

••• m M {du). MR j°. MR •+- Mn 

MR (j£) :: mm (a). MC = Ce qu’il fal- 

loit trouver. 

Si la tangente EL tomboit fur la tangente ML , il eft 
clair que EF [m) deviendroic nulle ou zéro ; & partant 
que le point cherche C romberoit fur le poinc M De 
môme fi la tangente EL fe confondoit avec la tangente 
LMi alor» EG (n) deviendrait nulle, & Ton auroit par 
conféqucnt MC — \a : d ou 1 on voit que le point cherché C 
tomberait aufii fur le point M. Et enfin fi la tangente EL 
tomboit dans l’angle G LJ ; en ce cas EG(n) deviendroic 
négative: ce qui donnerait alors MC= — " cr f m . & u 

ccfm — bbgn ' 

point cherché C ne tomberait plus entre les points M Si 
M, mais de part ou d’autre. 

Exemple I. 

F 1G . 119. 160. Supposons que les courbes M & M ne fartent 
qu’un cercle. 11 eft clair en ce cas que b—c, & f—g-, 
ce qui donne MC= , d’où l’on voit qu’il ne faut 

alors que couper la droite MM en raifon donnée dem à » 
pour avoir le point cherché C * c’eft à dire en forte que 
MC . MC m . n. 


Exemple II. 

161. S urrosoNs que les courbes M & M foient une 
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Sëélion conique quelconque. La conllruélion générale le 
peut changer en cette autre qui cil beaucoup plus (im- 
pie, fi l’on fait attention à une propriété des Sérions coni- 
ques, que l’on trouve démontrée dans les Livres qui en 
traitent: fçavoir que fi l’on mène de chacun des points/, l 
d'une ligne droite EL deux tangentes LM&t LN,l>n& In à 
une Section conique * toutes les droites M N, mn qui joi- 
gnent les points touchans,fe couperont dans le même point 
C, par lequel pâlie le diamètre AC, dont les ordonnées 
font parallèles à la droite EL. Car il fuit de là, que pour 
avoir le point C, il ne faut que mener un diamètre qui 
ait fes ordonnées parallèles à la tangente EL. 

Il cil évident que dans le cercle, le diamètre doit être 
perpendiculaire fur la tangente EL i c’cfl: à dire qu’en me- 
nant de fon centre A une perpendiculaire AB fur cette 
tangente, elle coupera la droite MN au point cher- 
ché C. 

R E M A K QJJ E. 

161. O n peut par le moyen de ce Problème réfoudre Fig. 11S. 
celui ci qui dépend de la Méthode des Tangentes. 

Les trois courbes c, M , N, étant données, on fera rou- 
ler une ligne droite MN autour de la courbe C, en forte 
qu’elle la couche continuellement; on tirera par les points 
M, N , où elle coupe les courbes M ôc N, lestangentes M L, 

NL qui s’entrecoupent en un point Z, lequel décrit dans 
ce mouvement une quatrième courbe//. Il s’agit de tirer 
la tangente LE de cette courbe, la pofition des droites 
MN, ML, NL étant donnée avec le point touchant C. 

Car il efl vifibleque ce Problème n’ellque l’inverfè du 
-précédent^ qu’ici MCc fl donnée : ce qu’on cherche, c’ell 
îaraifonde//, EG, qui détermine la pofition de la tan- 
gente EL. C’ell pourquoi fi l’on nomme la donnée MC,hi 

0,1 aUfa Tfrl - f l ÿ, = h: d 0,1 1 00 t,re m = i 

Si par confcqucnt la tangente LE doit être tellement fi- 
tuée dans l’angle donné MLG, que fi l’on mene d’un de 
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Tes points quelconque E les perpendiculaires EF, EG fur 
les côtés de cet angle , elles foient toujours entr'elles en 
raifon donnée de bbÿi à.accf — ccfh. Or cela le fait en 

menant MD parallèle â NL , & égale à AU ^’ cc j i . 

Fig. Il eft évident * que fi les deux courbes N ne font 

* Art. 161. qu’une Section conique, il ne faudra que tirer la tangente 
LE parallèle aux ordonnées du diamètre qui pafle par 
le point C. 



Section 
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Section IX. 


Solution Je quelques Problèmes qui dépendent des 
Méthodes précédentes. 

Proposition I. 


Problème. 

Soit b me ligne courbe AMD ( AP = x , PM = y, Fig. ijo. 
AB = a) telle que la valeur de £ appliquée y foit exprimée 
par une fr ait ion , dont le numérateur & le dénominateur de- 
viennent chacun zéro lorfque x = a, c' eft a dire lorfque le point 
P tombe fur le point donné 3. On demande quelle doit être 
alors la valeur de £ appliquée BD. 

Soient entendues deux lignes courbes AN B, CO B, qui 
ayent pour axecommun la ligne AB , Sc qui foienr telles 
que l’appliquée P N exprime le numérateur, fie l’appli- 
quée PO le dénominateur de la fra&ion générale qui con- 
vient à toutes les PM: de forte que PM= Il eft 

clair que ces deux courbes Ce rencontreront au point B S 
puifqueparlafuppofition PM fie PO deviennent chacune 
zéro lorfque le point P tombe en B. Cela pofé , fi l’on 
imagine une appliquée bd infiniment proche de BD, Sc 
qui rencontre les lignes courbes AN B, COB aux points 
fgi Ion zuro bd — — laquelle * ne différé pas de BD. *Art. 1 . 

Il n’eft donc queftion que de trouver le rapport de bg à 
bf. Or il eft vifible que la coupee^/* devenant AB> les 
appliquées P N, PO deviennent nulles, fie que -VP deve- 
nant Ab, elles deviennent if, bg D’où il fuit que ces ap- 
pliquées, elles mêmes bf, bg, font la différence des appli- 
quées en B fit b par rapport aux courbes AN B. COB > fié 
parrantque fi l’on prend la différence du numérateur, fie 
qu’on la divife par la différence du dénominateur, après 
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avoir fai cx=d—Ab ou AB , l’on aura la valeur cherchée 

de l’appliquée bd ou BD. Ce qu’il falloit trouver. 

Exemple I. 

164. Soit; = >l *' x s Z 11 eft clair n^- 10 ^- 

quc.v=<*, le numérateur & le dénominateur de la fra- 
ction deviennent égaux chacun à zéro. C’eft pourquoi 

l’on prendra la différence num< ^' 

raceur , & on la divifêra par la différence — 4 jÿ*** ^ c ' 

nominateur , après avoir fait x — a, c’eft à dire qu on di- 
vifera — ^ adx par — -i dx » ce qui donne pour la va- 
leur cherchée de HD. 

Exemple II. 

i 6 j. S o 1 1 y = YSyûl • On trouve y = 2a, lorfque 
x — a. 

On pourroit réfoudre cet éxemple fans avoir befbin 
du calcul des différences, en cette forte. 

Ayant ôtéles incommenfurables,on aura aascx 2aax y 
— axyy — 2a'x-+-a* -t-aayy — 2a'y=o , qui étant divifc 
par x — a, fe réduit à aax — a'+-2aay — ayy — 0 J ^ 
ftituant a pour .v, il vient comme auparavant^ = 2a. 

L E M M E. 

Fig. iji. 166. Soit une ligne courbe quelconque BCG , avec une 
ligne droite AE qui la touche au point B, & fur laquelle 
fioient marques à diferètion deux points fixes A , E. Si < °n 
fiait rouler cette droite autour de la courbe , en forte qu elle la 
touche continuellement 5 il ejl clair que les point fixes A , E 
décriront dans ce mouvement deux courbes AMD , EN H. Si 
l'on mené à pré fient D L parallèle à AB^ (fi qui fa fie par confié- 
qu eut avec DK (fur laquelle je fiuppofe la droite AE lorfiqu élit 


F 
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touche la courbe BCG en G ) Canule KDL égal à l'angle 
AOD fait par les tangentes en B , G -, tf- que l'on décrive 
comme on voudra , du centre D l'arc KFL: 

Je dis que DK . KFL :: AE AMD *+■ ENH. fe.tvoir -+■ 
lorf juc le point touchant tombe toujours entre les points décri- 
vant , df — lorfju'il les laiffc toujours du meme cote. 

Car fuppofant que la droite AE eu roulant autour de 
la courbe BCG foie parvenue dans les polirions MCN, 
mCn infiniment proches l’une de l’autre , 8c menant les 
rayons DF, Z)/paraIleles à CM , Cm : il eft clair que les le. 
éteurs DFf, CMm, CNn feront femblables -, 8c qu’ainfi DF. 
Ff :: CM . Mm ;; CN. Nn :: CM±CNo u AE. Mm±Nn. 
Or comme cela arrivera toujoursen quelqu’endroit que le 
trouve le point touchant C, il s’enfuit que le rayon DK cft 
à l’arc JÇ/Z fournie de tous les petits arcs Ff;: AE . AMD 
it.ENH(ommede tous les petits arcs Mm^Nn. Ce qu’il 
fallojc démontrer. 


Corollaire I. 

V T 

J ° 7 - Il eft vilïble que les courbes AMD , ENH font 
formées par le dévelopement de la même courbe BCG j 
8c qu’ainfi la droite AEq 11 toujours perpendiculaire fur 
ces deux courbes dans toutes les polirions où elle le ren- 
contre: de forte que leur diftance eft par tout la. même } 
cequi cft la propriété des lignes parallèles. D’où l’on voit 
qu’une ligne courbe A MD étant donnée, on peut trouver 
une infinité de points de j^i courbe ENH fans avoir be- 
foin de là dèvelopée BCG, en menant autant deperpen- 
diculaires que l’on voudra à cette courtie, 8c les prenant 
toutes égales à la droice AE. 


: Corollaui IL 

§ 1 la courbe BCG a les deux moitiés BC, CG en- 
tièrement femblables 8c égales, 8c que l’on prenne les 
droites B A, G //égales enti 'elles ; il cft clair que les cour- 
besAMD r ENH lèront femblables 8c égales, en forte 

T«j 
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qu’elles ne différeront que par leur pofirion. D’où il fuit 
que la courbe AMDl cra à l’arc de cercle KFL ::~AE. 
DK. c’eft à dire en raifon donnée. 

Proposition II. 

Problème. 

Fie. iji. 169. S O 1 P N T deux courbes quehonques AEV, BCG , 
avec une troijléme AMD telle qu'ayant décrit far le dévclo- 
fement de la courbe BCG une portion de courbe EM , la rela- 
tion des portions de courbes AE , EM , (ÿ- des rayons de la dè- 
velopéc EC, MG fait exprimée par une équation quelconque 
donnée. On propofe de mener d'un point donné M Jur la courbe 
AMD U tangente MT. 

Ayant imaginé une autre portion de courbe em infini- 
ment proche de EM, & les rayons de la dévelopée Ce F, 
GmR i Soit, i°. CH perpendiculaire fur CE, & qui rencon- 
tre en H la tangence EH de la courbe AEV. i°. ME pa . 
rallcle à CE, & qui rencontre en Z l’arc GL décrit du cen- 
tre M &du rayon MG. j°. GT perpendiculaire fur MG, Sx. 
qui rencontre enZ'la tangente cherchée MT. 

On nommera enfuite les données AE, x i EM,y>CE, u ; 
GM, g. i CH, s i EH, t i l’arc GL, r: d’où l’on aura Ee—dx, 
Fe ou Rm= du =: dgj &les triangles ré&angles ïèmbla- 
bles eFE, ECH donneront CE (u). CH (s):: Fe(d^). FE 

= ~ ■ Et CE (u) . EH (t) :: Fe (de.) . Ee (dx) = ' 

* A a. 166. Or par \cLcmmc* RF— me— FM (RF— me 

-s- me — ME -r- ME — MF 4 +T' Donc à 
caufedes triangles rédanglesfemblables»jiîA/,AfG 7 ',I , on 
aura mRfdz.) .RM ty) « MG[^).GT — r 

Mais fi l’on met dans la différence de l’q^ 
quation donnée à la place de du & dx leurs valeurs ds^&c 
î— , l’on trouvera une valeur de dy en d\, laquelle étant 
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fubfticuéedansî^, il viendra pour la foutangentc cher- 
chée GT une valeur entièrement connue & délivrée des 
différences. Ce qui étoit propofé. 

Si l’on fuppofe que la courbe BCG fe réuniffc en un Fie. 15}. 
point O > il eft vifible que la portion de courbe ME {y ) 
fe change en un arc de cercle égal à l’arc GL ( r ) , 6c 
que les rayons CE (# ), GM (zj de la dévelopée de- 
viennent égaux entr’eux: de forte que GT, qui devient en 

ce cas OT, fe trouvera =y ■+- s •+- ^ . 

Exemple. •" 

1 7°. S o i t; = 71 les différences' donneront dy Fig. 155. 
— ~ — - ( on prend * — xdz^ au fieu de -1- xdz. > * Art. S. 

pareeque x 8c y croiflant, diminue ) = , en 

mettant pour dx fa valeur 8c partant O T (y ■+■ s 
+. 2 &)=y + s + en mettant pour — 

fa valeur/. 

Rimai qjj e. 

17 Si le point O tombe fur l'axe AB, 8c que la courbe Fie. »34* 
^4£^foit un demi-cercle; la courbe AMD fera une demi- 
roulette, formée par la révolution d’un demi- cercle BSN 
autour d’un arc égal ifGiVd’un cercle décrit du centre 0, 
&dontle point générateur ^tombera dehors, dedans, ou 
fur la circonférence du demi. cercle mobile BSN , félon 
que la données fera plus grande, moindre, ou égale à Or. 

Pour le prouver, 8c déterminer en même temps le point B. 

je fuppofe ce qui eft en queftion , fçavoir que la cour- 
be AMD eft une demi-roulette, formée par la révolu- 
tion du demi cercle BSN, qui a pour centre le point K 
centre du demi cercle AEV, autour de l’arc BGN décrit 
du centre 0\ 8c concevant que ce demi-cercle BS N s’arrê- 
te dans la fituation BGN telle que le point décrivant A 
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tombe fur le point M, je mene par les centres des cercles 
générateurs la droice OK qui parte par confcquent parle 
point touchant G ; & tirant K' E, j’oblcrve que les trian- 
gles OKE, OKM font égaux & lemblables, puilque leurs 
trois cotés lônt égaux chacun à chacun. D’où il fuit 
1 °. Que les angles extrêmes MOK, EOK font égaux ; & 
qu’ainfi les angles M0E,G0B le lont aullî : ce qui don- 
n CGI). ME:: O B. OE. i u .Quc les angles MKO , EKO font 
encore égaux j&qu’ainrt les arcs GN, BS, qui les mefu- 
rent, le (ont aufîi : la même choie (c doit dire de leurs com- 
plémensGi?, SN, ddeux droits; puifqu’ils appartiennent 
à des cercles égaux. Or par la génération de la roulette, 
l'arc G B du cercle mobile ert égal à l’arc G B de l’immo- 
bile. J'aurai donc SN . ME :: 0 B OE. Cela pofé. 

Je nomme les données Ois, b ; KV ou KA , ci & l’in- 
connue KB , u. J’ai O B —b rc — u ; & les lecteurs fem- 
blables KEA, KSN me donnenc KE (c). KS (*] AE 


( xJ . SN = y-. Et partant O B (b-t- c — u) . OE ( zj 


: : S N (?) . EM (y) = = ? . D’où je tire 


KB (u) = k ‘ t . Il eft donc évident que rt l’on prend 
K B — lc ~*" qu'on décrive des centres A. & O le demi- 

a ■+■ C 1 » 


cercle BSNIk l’arc BGNi la courbe AMD fera une de- 
mi-roulette décrite par la révolution du demi-cercle 
BSN autour de l’arc BGN, Scdont le point décrivant A 
tombe dehors, dedans, ou fur la circonférence de ce cer- 
cle, félon que KF" fcjed plus grand , moindre, ou égal à 

KB ), c’eft à dire félon que,/ eft plus grand, moin- 
dre, ou égal à OF (b). 


Corollaire I. 

I7 1, Tl eft clair que EM (y) . AE (x) ;; KB x OE (uz ) . 
OB x KP r {bc-*-cc — uc). Or fi l’on (bppofe que O B devien- 
ne infinie ; la droite OE le fera aurtî , & deviendra pa- 
rallèle à OB , puifqu’elle ne la rencontrera jamais ; les 
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arcs concentriquesi?G2V, EM deviendront des droites pa- 
rallèles entr’elles, fie perpendiculaires iurOB,OE: fie alors 
la droite EM fera à l'arc AE ::KB. KV. pareeque les d roi- 
tes infinies OE, O B ne différant entr'elles que d'une gran- 
deur finie, doivent être regardées comme égales. 

COROL LA I & E II. 

D E ce que les angles MKO,EKO font égaux, il fuit 
que les triangles MKG, EKB feront égaux fie Icmblables ; 
ficqu’ainfi les droites MG, EBl ' ont égales entr’elles. D’où 
l’on voit* que pour mener d’un point donné M fur la rou- 
lette, la perpendiculaire MG, il n’y a qu’à décrire du cen- 
tre O l’arc ME, fie du centre M de l’intervalle EB un arc de 
cercle qui coupera la bafe BGN en un point G , par où fie 
par le point donnée l’on tirera la perpendiculaire requife. 

Corollaire III. 

174 . U n point Gérant donné fur la circonférence du 
demi-cercle mobile BGN> fi l’on veut trouver le point M 
de la roulette fur lequel tombe le point décrivant A lorf- 
que le point donné G touche la bafe , il ne fauc que pren- 
dre l’arc SN égal à l’arc BG, ôc ayant tiré le rayon KS qui 
rencontre en E la circonférence AEV, décrire du centre 
0 l'arc EM. Car il eft évident que cet arc coupera la 
roulette au point cherché M. 

Proposition III. 

Problème. 

1 7J • Soit une demi-roulette AMD décrite far la révolu- 
tion du demi-cercle BGN autouretun arc égal BGN d'un au- 
tre cercle , en forte que les parties révolues BG , BG [oient 
toujours égales entr’elles J [oit le point décrivant M pris fur le 
diamètre B N dehors , dedans, ou fur la circonférence mobile 
BGN. On demande le point M de la plus grande largeur de 
la demi- roulette par rapport afon axe OA. 

Suppofant que le point M foie celui qu’on cherche , il 
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*Art. 47. eft clair* que la tangente en A/doic être parallèle à l’axe 
OA s êcqu'ainfi la perpendiculaire MG à la roulette, doit 
être auffi perpendiculaire fur l’axe qu’elle rencontre au 
point P. Cela polé , fi l’on mene O K par les centres des 
cercles générateurs, elle pafTera par le point touchant G j 
& fi l’on tire KL perpendiculaire fur MG , on formera les 
angles égaux G KL, GOB’ & partant l’arc IG qui eft le dou- 
ble de la mefure de l’angle GKL, fera à l’arc G B mefure 
de l’angle GOB , comme lediametre BNed au rayon OB. 
D’où il luit que pour déterminer fur le demi-cercle BGN 
le point G , où il couche l’arc qui lui fert de bafê lorfque 
le point décrivant M tombe fur celui de la plus grande 
largeur ; il faut couper le demi-cercle BGN en un poinc 
G, en forte qu’ayant tiré par le point donné M la corde 
JG, l’arc /G (oit à l’arc BG en raifon donnée de 
La queftion fe réduit donc à un Problème de la géomé- 
trie commune qui fe peut toujours réfoudre géométri- 
quement lorfque la raifon donnée eft de nombre à nom- 
bre; mais avec le fecours des lignes dont l’équation eft 
plus ou moins clevee, félon que la raifon eft plus ou 
moins compofee. 

Si l’on fuppofe que le rayon O B devienne infini, com- 
me il arrive lorfque la bafe BGN devient une ligne droi- 
te; il s’enfuit que Parc JG fera infiniment petit par rap- 
port à l’arc GB. D’où l’on voit que la fécante MIG de- 
vient alors la tangente MT, lorfque le point décrivant 
M combe au dehors du cercle mobile ; & qu’il ne peut y 
avoir de point de plus grande largeur lorfqu’il tombe au 
dedans. 

Lorfque le point M tombe fur la circonférence en N, 
il ne faut que divifêr la demi - circonférence BGN en 
• raifon donnée de B N à O B au point G. Car le point G 
ainfi trouvé, fera celui où le cercle mobile BGN cou- 
che la bafe, lorfque le poinc décrivant tombe fur le point 
cherché. 
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176. E N tout triangle BAC, dont les angles ABC, ACB, 
(£• CAD complément à deux droits de l'angle obtus BAC, 
font infiniment petits ; je dis que ces angles ont même rapport 
tntr'eux que les cotés AC, AB, BC, aufquels ils font oppofeg. 

Car fi l’on circonfcrit un cercle au tour du triangle BAC , 
les arcs AC , AB, BAC , qui mefurent les doubles de ces 
angles, feront infiniment petits, & ne différeront* point 
par confcquent de leurs cordes ou foutendantes. 

Si les cotes AC, A B,%C du triangle BAC, ne font pas 
infiniment petits, mais qu’ils ayenc une grandeur finie :il 
s’enfuie que le cercle circonfcrit doit être infiniment 
grand ; puifque les arc s AC, A B, BAC , qui ont une gran- 
deur finie, doivent êcre infiniment petits par rapport à ce 
cercle, étant les mefures d’angles infiniment petits. 

Proposition IV. 

Problème. 

177- Le s mêmes chofes étant posées J il faut déterminer fur 
chaque perpendiculaire MG , le point C où elle touche la dé- 
vclopie de la roulette. # 

Ayant imaginé une autre perpendiculaire mg infini- 
ment proche de MG, & qui la coupe par confcquent au 
point cherché C, on tirera ladroiteGwj 8c ayant pris fur 
la circonférence du cercle mobile le petit arc Gg égal à 
l’arc Gg de l’immobile , on mènera les droires Mg, Ig, Kg, 
Og- Cela pofé, fi l’on regarde les petits arcsGg, Gg comme 
de petites droites perpendiculaires fur les rayons Kg, Og, il 
eft clair que le petit arc Gg du cercle mobile tombant fur 
l’arc Ggde l’immobile, le point décrivant JV/tombera fur 
m, en forte que le triangle GMg fe confondra avec le 
triangle Gmg. D’où l’on voit que l’angle MGm eft égal à 
l’anglegGg=GACg-t-GOg > puifqu’ajoûtant de part 8c d’au- 
tre les mêmes angles KGg.OGg, l’on en compofe deux droits. 

Or nommant les données OG,biK G, a > GM ou Gm, mi 
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* Art. 176. G1 ou Ig , 8 J l’on trouve , 1 °, * OG . KG : : GKg - GOg. Et 
OG (b) OG-*- G K ou O K (b a J : : G Kg . G Kg -*■ GOg 

• Ibid. oa MGm=^GKg.i°.*Jg-Ml::GMg.Mgl£tJg±MI 

ou MG(m).Ig (n) r. GMg ± Mgl ou G /g ou {G Kg . GMg 

* Ibid, ou Gmg = ~ GKg. 3°. * L’angle MCm ou MGm — Gmg 


rZrî. GK g) . Gmg faGKg):: Gm (m).GC 

__ __j a - Et par conféquent le rayon cherchéAfC 

de la developce fera = • 

Si l’on fuppofe que le rayon OG ( 6 ) du cercle immo- 
bile devienne infini , fa circonférence deviendra une li- 
gne droite; & en effaçant les termes zamm, zam, parce- 
qu'ils font nuis par rapport aux autres zbmm , zbm — bn , 

l’on aura MC — 


COROLLAIRE I. 

178 . e ce que l’angle MGm = ~~r~ GKg , & de ce 

que les arcs de différens cercles font enrr’eux en raifon 
compofée des rayons ôc des angles qu ils mélurenc ; il fuit 

que Gg . Mm : : KG k GKg .MG^~ GKg. Et par con- 

féquent aufli que KG x Mm = MG x Gg i ou ( ce qu. 

cft la même chofe ) que KG x Mm. MG xGg r.OK {a-*-b). 
OG {b) . qui eft une railon confiante. D’ou 1 on voie que 
la dimeofion de la portion^JW de la demi roulettes MD, 
dépend de la fomme des MG x Gg dans 1 arc G B > Sc c eft 
ce que M. Pafcal a démontré à l’égard des roulettes qui 
ont pour bafes des lignes droites. 

M. Varignon eft tombé dans cette même propriété pat 
une voye très differente de celle-ci. 

Corollaire II. 

Fi«. 155. 179 • L oRsqu e le point décrivant M tombe hors de 
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la circonférence du cercle mobile, il arrive nccelTairement 
l’un des trois cas fuivans. Car menant la tangente MT, 
le point touchant G tombera i°. Sur l’arc TB, comme 
l'on a fuppofé dans la figure en faifant le calcul ; & alors 

MC ç ) furpaflera toujours AfG ( m ). i°. Sur le 

point touchant 7 *iSc l’on aura pour lors MC 

=sm , puifque IG (») s'évanouit. 3°. Sur l’arc T Ni & alors 
la valeur de G J (a) devenant négative de pofitivc qu elle 


était, l’on aura MC ^ J' V* MC 


J * zam -f- ibm oh 

fera moindre que MG{m), & toujours pofitif. D’où il efi: 
évident rlinc mue rpi roc la. valeur du f^YOD fiÆC de 


Jinareque oc coujuiu* 

bvjuKiit que dans tous ces cas ,1a valeur du rayon jWC de 
la dévelopée eft toujours pofitive. 

CoiOlLAI RE 


T T T 


180 . rsque le point décrivant M tombe au de- Fig. ij£. 
dans de la circonférence du cercle mobile, on a toujours 

MC Sc il peut arriver que bn furpaflé 

2am+‘ 2bm,&c qu’ainfi la valeur du rayon MC de la de- 
velopce foit négative.- d'où l’on voit que lorlqu’elle celle 
d’être pofitivc pour devenir négative, comme il arrive 
♦lorfque le point jVdevicnt un point d’infléxion, il faut *Art. 8|. 
néceflairement alors que bn — 2<jm+-2bm> ê£ partant que 
MI xMG ( mn—mm ) = • Or fi l’on nomme la 

donnée KM, ci l’on aura par la propriété du cercle MI x 
MG(~-'£ i -” m ) = BM *MN ( aa—cc ) ce qui donne l’in- 
connue MG [m) = ^ • Donc fi l’on décrit du 

point donné M comme centre, & de l’intervalle MG 
t= un cercle j il coupera le cercle mobile en 

un point G, où il touchera le cercle immobile qui lui fert 
de Dafe,lorfque le point décrivant M tombera fur le point 
d’infléxion f , 

V ij 
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Si l’onmene MR perpendiculaire fur 2? il eft clair que 

cette Mc(y/-^ T) fera moindre ^ ue MR ( 'daa ce) , 6c 

qu’elle lui doit être égale lorfque b devient infinie, c’eft 
à dire lorfque la baie de la roulette devient une ligne 
droite. 

Il eft à remarquer, qu’afin que le cercle décrit du rayon 
MG coupe le cercle mobile, il faut que MG furpafle MM, 

c’eft à dire que furpaffe a — ci & qu’ainfi KM 

(c) furpafle . D'où il eft manifefte qu’afin qu’il y ait 
un point d’inflexion dans la roulette AMD, il faut que 
KM foit moindre que KN , & plus grande que ~£- t . 

L E M M E III. 

Fig. 158.181. Soient deux triangles ABb, CDd qui ayent chacun 
un de leurs cités Bb, Dd infiniment petit par rapport aux 
autres : je dis que le triangle ABb eft au triaugle CDd en 
raifon compofee de l'angle BAb à l’angle DCd, & du quatre 
du coté AB os Ab au quarrè du c'oté CD g» Cd. 

Car fi l’on décrit des centres^, C , & des intervalles 

*Art. 1. CD, les arcs de cercles BE , DF ; il eft clair* que les 
triangles ABb, CDd ne différeront point des fe&eurs de 
cercles ABE,CDF. Donc, &c. 

Si les côtés AB, CD font égaux, les triangles ABb , 
CDd feront entr’eux comme leurs angles BAb, DCd. 

Proposition V. 

Problème. 

Fig. 135. l8l. X_ E S memes chofes étant toujours pofées > on demande 
la quadrature de l'efpace M G B A , renfermé par les perpendicu- 
laires MG,BAà/a roulette, part an GB,&parla portion A M 
delà demi- roulette AMD,(» Juppofant la quadrature du cercle. 

L’angle GMg( ~ G Kg ) eft à l’angle. MGm ("^ G Kg), 
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comme*le petit triangle MGg qui a pour ba(e l’arc Gg du *Art. 181. 
cercle mobile, au petit triangle ou fecleur GMmi fit par- 
tant le fecleur G Mm = MGg x AfGg 

lie MGg en nommanc iV// ,/>, fie mettant pour 7» 

fa valeur /> h- ». Or * le petit triangle ou fééleur ÆTGg tSi. 
eft au petit triangle MGg en raifon compofée du quarre 
de KG au quarré de MG, Sc de l’angle G Kg à l'angle 

GMg > c’eft à dire : : aa x G Kg . mm x ^ GKg ■ Si par- 
tant le pecit triangle MGg — ^ KGg ■ Mettant donc cet- 
te valeur à la place du triangle MGg dans 1 ^ ' MGg, 
l’on aura le féaeurG.M»i=iî^ MGg ■+• — KGg- 

Mais àcaufêdu cercIe.GA^x MI ( f 71 ) = SM x MK 
[ce — aa),qn\ eft une quantité conftante, & qui demeu- 
re toujours la ^ême en quelqu’endroit que le trouve le 
point décrivant Mi Si par conléquent G Mm MGg ou 

• mGg , c'eft à dire le petit efpace de la roulette GMmg 

_ i_ *+ x b MGg ■+* iCGg. Donc puifque GMmg 

eft la différence de l’efpace de la roulette MG B A, Si MGg 
celle de l'efpace circulaire MG B, renfermé par les droites 
MG, MH. fie par l’arc GB, fie que de plus le petit fééleur KGg 
eft la différence du fe&eu rKGBi il s’enfuit*que l'efpace de *Arr. <) 6 . 

la roulette MG B A MG B ** KGB- 

Ce qu’il falloir trouver. 

Lorfquc le point décrivant M tombe hors la circonfé- Fig. 159. 
rence IIGN du cercle mobile, fie que le point touchant G 
tombe fur l’arc NTii\ eft vifible*que les perpendiculaires *Art. 180. 
MG, mg s’entreccupent en un point C, fie qu’on a pour 
lors m — p — ». D’où il fuit que le petit fécleur GMm 

— — i MGg H jj — MGg — J MGg 

•+- -- "'’- r- KGg, en mettant comme auparavant pour le 

V iij 
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petit triangle MGg fa valeur ~ KGg ; & partant que G Mm 

— MGg ou mGg , c’eft à dire MCm — GCg= — — ~7'- MGg 

•+- KGg, en mettant pour pm fa valeur cc — aa. 

Or fuppofantqueTTf foit la pofition de la tangente TM 
du cercle mobile, lorfque fon point T touche la bafe au 
point Ti il efl clair que MCm — GCg —MGTH — mgT H , 
c’eft: à dire la d iffcrence de l'efpace MGT H , & que MGg eft 
*An.$6. celle dcMGT, de même quc/CGg celle de KGT. Donc’l'et 

pace MGTH = — MGT ~ —KGT. 

Mais, comme l'on vient de prouver, l’efpace HT B A 
^ —^MTB^-^^^KTB.Bx partant on aura tou- 
jours & dans tous les cas l’efpace MGBA(MGTH +-H TBA) 
MT B — MGT ou MG B + KGT 

•+- KTB ou KGB. # 

Fie. ijj. Donc l’efpace entier B NBA renfermé paries 

deux perpendiculaires à la roulette DN, B A, par • 
l’arc de cercle BGN , & par la demi roulette^ MD , eft 

= ^ x KNGBi p U ifq Ue lefédeur KGB 

& l’efpace circulaire MGB deviennent chacun le demi- 
cercle KNGB , lorlque le point touchant G tombe au 
point N. 

Fie. ijé. Lorfque le point décrivant^/ tombe au dedans du cercle 
mobile, il faut mettre aa — cc à la place de cc — aa dans les 
formules précédentes; parcequ’alors2?Mx MN=aa — ce. 

Si l’on faite— a, l’on aura la quadrature des roulettes 
qui ont leur point décrivant fur la circonférence du cer- 
cle mobile ; & fi l’on fuppofe b infinie , l’on aura, la qua- 
drature de celles qui ont pour bafes des lignes droites. 
Auti'i Solution. 

Fie. 140. 183. 0 n décrit du rayon OD l'arc DN, & des diamè- 
tres.^, B N les demhcercles AEN, BS Ni 6c ayant décrie 


Digitized by Google 






léo Analyse 

On peut encore trouver la quadrature del’efpacey4£H 
fans avoir recours à l’art. 99. Car fi l’on achevé les réétan- 
gles PQ.pq ,1’on aura Qq ou H R ■ Pp ou Rb :: EP. rA ou 
» Art. 18. HSl^ puisque * la tangente en H eft parallèle à la corde 
AE? & partant HQ* Qq—EP * Pp, c'eft à dire que les pe- 
tits efpaces HQqb,EPpe font toujours égaux entr’eux. 
D’où il fiait que l'efpace AHQ^ renfermé par les perpen- 
diculaires A.%, Sl£i , & par la portion AH de la demi- 
roulette A HT, elt égal à l’efpace APE renfermé par les 
perpendiculaires AP, PE, & par l’arc AE. L’efpace AF. H 
fera donc égal au réétangle PJgjmoins le double de l’ef- 
pacc circulaire APE -, c’ell à dire au réct angle fait de PE 
par KA plus ou moins le rectangle fait de KP par l’arc 
AE, félon que le point P tombe au defifous ou au deflùs 
du centre. Et par conlëquent l’elpace cherché AEM 

= •JL^-PE x KA — KP x AE. 

Corollaire I. 

184. Lors q^u e le point P tombe en K , le réétan- 
gle KP x AE s’évanouit , & le rectangle PE * K A devient 
égal au quarré de KA: d’où l’on voit que l’efpace^jE'Af 

eft alors = par conféquentil eft quarrableab- 

folument & indépendamment de la quadrature du cercle 1 

Corollaire II. 

18;. s. l'on ajoute à l’efpace AEM le feéteur AKE , 
l’efpace AKEM renfermé parlesrayons^/C, KE, parl’arc 
EM, & par la portion AM de la demi-roulette AMD, 
fe trouve (lorfque le point P tombe au ddlüsdu centre A) 

sa - 2 ?}!L AE + PE x KAi & 

itC * c 

partant G l’on prend VP{u) *" (ce qui rend nul- 
le la valeur de AE ) , l'on aura 

l’efpace 
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l'efpace AK EM = PE x K A. D’où l'on voit que fa 

quadrature eft encore indépendante de celle du cercle. 

Il eft vifible qu’entre cous les ctp&cesAEM&AKEM, 
il ne peur y avoir que les deux que l’on vient de marquer, 
donc la quadrature foie absolue. 

Avertissement. 

Tout Ce que ton vient Je démontrer il t égard des roulettes 
extérieures fe doit au ji entendre des intérieures , c'eft à dire de 
Celles dont le cercle tnobile roule au dedans de t immobile ; en 
obfervant que les rayons KB (a), KV («) deviennent négatifs 
de poftifs qu’ils c trient. c'ejl pourquoi il faudra changer dans 
les formules précédentes , les fignes des termes où a & c fe ren- 
contrent avec une dimenfton impaire, 

. R E M A R. QJJ E. 

l86. Ily a certaines courbes qui paroifîènt avoir ur> 
point d’inflexion , Sc qui cependant n’en ont point ; ce 
que je crois à propos d'expliquer par un exemple, car 
cela pourroic taire quelque difficulté. 

Soit la courbe géométrique NDN , dont la nature eft Fie. i+t. 

exprimée par l’équation z^-*^d^-(AP==x, PN—zJ, 
dans laquelle il eft clair i°. Que x étant égale à a ; P N 
( \) s’évanouit. i°. Que x furpaflanc a , la valeur de s^efl: 
pofltive; fie qu’au contraire lorfqu’il eft moindre, elle cft 
négative. j°. Que lorfque v = y/~aa, la valeur de PM 
efl infinie. D’où l’on voit que la courbe NDN paflc de 
part 8c d’autre de Ton axe en le coupant en un point D 
tel que AD — a, S c qu’elle a pour afympcotc la perpen. 
dicuiairc BG menée par le point B tel que AB — v'ï.m. 

Si l’on décrit à préfent une autre courbe EDF, en for- 
te qu’ayant mené à diferétion la perpendiculaire MP'N, 
le rectangle tait de l’appliquée PM pat la confiante AD, 
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Toit toujours égal à l'efpace correfpondant DPM', il eft 
vifiblc qu’en nommant PM, y ; & prenant les diffé- 
rences, l’on aura AD x Rm(ady) = NPpn ou MPx Pp 

s xxdx — *adx \ , . . . 

( ' 5 & P artant Rm (fy)' ?P ° u RM fdx) 

: : PM. AD. D’où il fuit que la courbe EDF touche l’a- 
fymprote/iGprolongée de l’autre coté de B en un point 
E,& c Y axe A P au point D, & qu’ainlî elle doit avoir un point 

*Art. 78. d’infléxion en D. Cependant on trouve * — pour la 
valeur du rayon de fa dévelopée , laquelle cil toujours 
négative , fit devient égale à — {a lorlque le point M 

* Art. 81. tombe en D : d’où l’on doit conclurp* que la courbe qui 
paflè par tous les points M eft toujours convexe vers 
Y axe' AP, &c qu’elle n’a pas de point d’infléxion en D. 
Comment donc accorder tout cela? En voici le dénoue- 
ment. 

Si l’on prend PM du même côté que PM, on formera 
une autre courbeGDW qui fera toute pareille à EDF, & 
qui en doit faire partie; puifque fa génération eft la mê- 
me. Cela étant ainfi , l’on doit penfer que les parties qui 
compofent la courbe entière ne fonc pas EDF, GDHcom* 
me l’on s’étoitimaginé, mais bien ED Fl, GDF qui fe tou- v 
chent au point D J car tout s’accorde parfaitement dans 
cette derniere fuppolîtion. Ceci fe confirme encore par 
cet éxcmple. 

Fie. 141. Soit la courbe DMG, qui ait pour équation y* — * 4 
-4- aaxx — P (AP — x, PM=yJ. _XL£u it de cette équa- 
tion que la courbe entière a deux parties ED FI, GDF op- 
pofees l’une à lau tre comme l’hyperbole ordinaire, en forte 

que leur diftance DD ou 1AD = V — 2,1a -+- 2V a* -t- y.b*. 

Fie. 14). Si l’on fuppofe que b s’évanouiffe, la diftance DD s’é- 
vanouira aulli ; & partant les deux parties ED H, GDF fe 
toucheront au point D: de forte qu’on pourroit penfer â 
prêfent que cette courbe a un point d’infléxion ou de re- 
broullement en D , félon qu’on imagineroit que fes par- 
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ties feraient EDF, GDH on EDG,HDF. Mais l’on fedé- 
tromperoit aifément , en cherchant le rayon de la déve- 
lopée ; car l’on trouverait qu’il ferait toujours pofitif , & 
qu’il deviendrait égal à ~a dans le point D. 

On peut remarquer en paflànt, que la quadrature de Fie. 141. 
l’efpace DPN dépend de celle de l'hyperbole : ou ( ce 
qui revient au même) de la rédiücation de la parabole } 
ît que la portion de courbe DMF fatisfait au Problème 
propofé par M .Bernoulli dans le Tome fécond des Sup- 
plémens des Actes de Leypfic, page 191. 
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Fig. 144. 
Hj. 146. 
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Section X. 

Nouvelle manière de fe fervir du calcul des différences 
dans les courbes géométriques , d'ou l’on déduit 
la Méthode de A/" Dclcartcs & Huddc. 

De' finition I. 

S O 1 T une ligne courbe ADB telle que les parallèles 
KMN à Ton diamètre A B la rencontrent en deux 
points M, WiSi fbir entendue la partie interceptée j\IW 
ou P£>_ devenir infiniment petite. Elle fera nommée alors 
la Différence de la coupée siP, ou KM. 

Corollaire I. 

187. Lo R s que la partie M 2 Vou /’j^devient infini- 
ment petite j il eft clair que les coupées AB, AQ devien- 
nent égales chacune à AE, Sc que les points M, N fc réu- 
nifient en un point D : en forte que l’appliquée £Z)cftIa 
plus grande ou la moindre de toutes fes ièmblables PM , 
NQ, 

Corollaire II. 

18S. I l eft clair qu’entre toutes les coupées AP, il n’y a 
que AE qui ait une différence ; pareequ’il n’y a qu’en ce 
cas où /'^devienne infiniment petite. 

Corollaire III. 

189. Si l’on nomme les indéterminées AP ou KM, x > 
PM ou AK, y j il eft évident que AK (y) demeurant la 
même, il doic y avoir deux valeurs différentes de x , ra- 
voir KM, K Won AP, .rf^C’eft pourquoi il faut que l’é- 
quation qui exprime la nature delà courbe ADBfoit dé- 
livrée d’incommenfurables, afin que la même inconnue x 
qui en marque les racines (car on regarde^/ comme con- 
nue) puiffe avoir différentes valeurs. Ce qu’il faut obfer- 
ver dans la fuite. 
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Proposition I, 

Problème. 

I9°* Xj a natnre de la combe géométrique ADB étant don- 
née î déterminer la plus grande ou la moindre de [es appli- 
quées ED. 

Si l’on prend la différence de l’équation qui exprime 
la nature de la courbe, en traitant y comme confiante, 

& .v comme variable ; il efl clair* qu’on formera uac nou- *-d rt - *88. 
velle équation qui aura pour une de fes racine* x, une va- 
leur j4E, telle que l'appliquée £Z>F*ra la plus grande ou 
la moindre de ta lires fes fëmblables. 

Soit, par éxemple, x' -*-y' = axy , dont la différence, 
en traitant x comme variable, comme confiante, 
donne pxxdx =aydx> ôe partant y = Si l’on fubfli- 

tue cctce valeur à la place dey dans l’équation à la 
courbe x' -+-y'— axy, l'on aura pour x une valeur^£ 
s= } f al/j, telle que l’appliquée ED fera la plus grande de 
toutes fes femblables, de même qu’on l’a déjà trouvé art. 

48. 

Il efl évident que l’on détermine de même non feule- 
ment les points D, lorfque les appliquées ED font per- 

f iendiculaires ou tangentes de la courbe ADB -, mais auffi 
orfqu’elles font obliques fur la courbe , c’efl à dire lorf 
que les points D font des points de rebrouflèment de la 
première ou féconde forte. D’où l’on voit que cette nou- 
velle manière de confidérer les différences dans les cour- 
bes géométriques efl plus fimple 8c moins embarraflànte 
en quelques rencontres , que la * première. * S*t l • ?■ 

R E M A R QJU E. 

191. O n peut remarquer dans les courbes rebroufîàn- Fig. 1+6. 
tes, que les PM parallèles à jJK-, les rencontrent en deux 
points M, O, de même que les KM parallèles à si P, font 
en M, 2V; de forte que^i’(jr) demeurant la même, y a deux 

Xüj 
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differentes valeurs PM , PO. C’eft pourquoi l'on peut 
traiter x comme confiante, &ty comme variable, en 
prenant la différence de l'équation qui exprime la na- 
ture de cette courbe. D’où l’on voit que fi l’on traite 
x Iky comme variables, en prenant cette différence, il 
faudra que tous les termes qui multiplient dx d’une part, 
ôc tous ceux qui multiplient dy d’une autre part, loienc 
égaux à zéro. Mais il faut bien prendre garde que dx Sc. 
dy marquent ici les différences de deux appliquées qui 
partent d’un même point, fie non pas (comme ci-devant 
Sccl.j.) la différence de deux appliquées infiniment pro- 
ches. 

CotoiLxrxt. 

I9 1 * S 1 après avoir ordonné l'équation qui exprime la 
nature de la courbe dans laquelle il n’y a que l’inconnue 
x de variable, l’on en prend la différence} il eft clair 
i°. Qu’on ne fait autre chofe que de multiplier chaque 
terme par l'expofixnt de la puiffànce de x, & par la diffé- 
rence dx, & le divifer enfuite par x. i°. Que cette divi- 
fion par x, auflî-bien que la multiplication par dx , peut 
être négligée, parcequ’elle eft la même dans tous les ter- 
mes. 3 °. Que les expofans des puiffances de x font une 
progreffîon arithmétique , dont le premier terme eft l’ex- 
pofant de fa plus grande puiffance , & le dernier eft zéro t 
car on fuppolèqu’on ait marqué par une étoile les termes 
qui peuvenc manquer dans l’équation. 

Soit par éxemplex* » — ayx y' — o. Si l’on multiplie 
chaque terme par ceux de la progreffion arithmétique /, 
/, o i l’on formera l’équation nouvelle yx' — ayx — o. 

x' * — ayx ÿ 1 = o. 

h 2, I, 0 . 

yx* * — ayx * = o. 

D’où l’on tire y = ^ , de même que l’on auroic trouve 

en prenant la différence à la manière accoutumée. 

Cela iuppofé , je dis qu’au lieu de la progreffion arith- 
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métique y, 2,1,0, l’on peut fe fervirde telle autre progreflion 
arithmétique qu'on voudra : m-t-y, m+2, m+7, m+o, ou m 
( l’on défigneparw un nombre quelconque entier ou rom- 
pu, pofitif, ou négatif). Car multipliant* 1 * — ayx-t-y'=o 
par Ar ra ,l'on aura.v“ k '' , *,Scc.=o,dont les termes doivent être 
multipliés par ceux de la progreflion m-*-y, m-*-2 , »+/, m, 
chacun par Ion correfpondant pour en avoir la différence. 
iF" . — ayx^ 1 -t ./x m =o. 


m-t- /, 


■ my'x m = 


Ce qui donnera m t- 1- Tayx ' * 1 -t- my'x" = 0 J 

&en divifant par .v ra , il viendra nT+ yx' — m -r iayx ■+■ my 1 

— o, comme l'on auroit trouvé d’abord en multipliant 
Amplement l’égalité propofée par la progreflion m •+• y, 
m -t- 1 , m -4- / , m. 

Si m = — y, la progreflion fera », —r, — 2, — y i & l’équa- 
tion fera tayx — yy'=o. Si m — — /, la progreflion fera 2,7,0, 
—/ j St l’équation 2x' — jr* = 0. 

On peut changer de lignes tous les termes de la pro- 
greflîon , c’cft à dire qu’au lieu de o, — 1 , — 2, — y ,&c 
2,1,0,- — ï, l’on peut prendre 0, r, 2, y, St — 2, — 7,0, 7 -, 
pareequ’on ne fait par là que changer de lignes tous les 
termes de la nouvelle équation qui doit être egalce à zéro. 
Et en effet, au lieu de 2ayx — yy , =o, 2x' — -y'= o, l’on auroit 

— 2ayx-t- yy'— o, — 2x'-*-y'= o ; ce qui eft la même choie. 
Or il eft vifible que ce que l’on vient de démontrer à 

l’égard de cet éxemple , s’appliquera de même maniè- 
re à cous les autres. D’où il fuit que fi après avoir or- 
donné une équation qui doit avoir deux racines égales 
entr’elles, l’on en multiplie les termes par ceux d’une 
progreflion arithmétique arbitraire, l'on formera une 
nouvelle équation qui renfermera entre lès racines une 
des deux égales de la première. Par la même raifon, 
fi cette nouvelle équation doit avoir encore deux racines 
égales, & qu’on la multiplie par une progreflion arith- 
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métique , l’on en formera une croifiéme qui aura entre fes 
racines une des deux égales de la féconde ; £e ainfi de fui- 
te. De forte que fi l’on multiplie une équation qui doit 
avoir trois racines égales, parle produit de deux progref- 
fions arithmétiques, l’on en formera une nouvelle qui au- 
ra entre fês racines une des trois égales de la première ; Sc 
de même fi l’équation doit avoir quatre racines égales, il 
la faudra multiplier par le produit de trois progrefiîons 
arithmétiques ■> fi cinq , par le produit de quatre , Sic. 

C'ell là précifément en quoi confille la Méthode de 
M. Pluide. 

Proposition II. 
Problême. 

1 + 7 . 195. D- V N point donne T fur le diamètre AB , ou da 
point donné H fur AH parallèle aux appliquées » mener la 
tanytntc T H M, 

Ayant mené par le point touchant M l’appliquée MP 1 
6c nommé AT , s>Aff,tj dont l’une ou l’autre cft don- 
née; 6c les inconnues AP>x ; PM, y- les triangles fém- 
blables T AH, T PM donneront^ = — = ,JL ~! 
Si mettant ces valeurs à la place de y ou de * dans l’é- 
quation donnée , qui exprime la nature de la courbe 
AMD , l’on en formera une nouvelle dans laquelle^ ou 
x ne te rencontrera plus. 

Si l'on mene à préfenc ufl£_ljgne droite TD qui coupe la 
droite AHc n G, 6c la courbe y^MI)"ën7IèüxpüInts N, D, 
defquels l’on abbaifie les appliquées AT^DAiileft évi- 
dent querexprimant y^Gdansl'équation précédente, x ou 
y aura deux valeurs^^^ AB , ou A (J, DB , lesquelles de- 
viennent égales entr’elles, fçavoir à la cherchée AP ou 
PM lorfque t exprime^W, c’eft à dire loflque la fécante 
TDM devient la tangente TM. D’où il fuit que cette 
équation doit avoir deux racines égales. C'eft pourquoi 
on la multipliera par une progreiîion arithmétique ar- 
bitraire > 
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bitraire 5 ce que l'on réitérera , s’il eft néceflàire, en mul- 
tipliant de nouveau cette même équation par une autre 
progreffion arithmétique quelconque , afin que par la 
comparaison des équations qui en refultent, 1 on en puifiè 
trouver une qui nç renferme que l'inconnue* ou y , avec 
la donnée s ou t. L’éxemple qui fuit éclaircira fuffifam- 
ment cette Méthode. 

Exemple. 

194- Soit ax = yy l’cquation qui exprime la nature 
de la courbe AMD. Si l’on met à la place de * fa valeur 
y ~ f > l’on aura tyy, & c-, qui doit avoir deux racines égales. 



C’eft pourquoi multipliant par ordre ces termes par ceux 
de la progreffion arithmétique i,o, — i, l’on trouvera 
as —yy= ax } & partant AP (*) = /. D’où l’on voit 
qu’en prenant AP= ATi & menant l’appliquée PM, la li- 
gne TM fera tangente en 'M. Mais fi au lieu de AT (s), 
• c’eft AH ( t) qui eft donnée, l’on multipliera la même 
équation tyy , Sec. par nette autre progreffion o, j, 2 , & l’on 
aura la cherchée PM (y) — 2 t. 

On auroit trouvé la même conftruélion en mettant 
pour^/ là valeur dans ax =yy. Car il vient ttxx, 

Sec. donc les termes multipliés par 1 , 0 , — /, donnent xx 
e= ssi &C par conféquent AP{x)— s, 

Conou A tTE 

l 9S' S 1 l’on veut à préfent que le point touchant M foi* 
donné, & qu’il faille trouver le point T ou H, dans lequel 
la tangente MT rencontre le diamètre AB ou la paral- 
lèle AH aux appliquées ; il n’y a qu’à regarder dans la der- 
nière équation , qui exprime* la valeur de l’inconnue* ou 
y par rapport à la donnée s ou t, cette dernière comme 
, l’inconnue, & * ou y comme cbnnue, 
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Proposition III. 

* 

Problème. 

- ^ IS- 196. X. A nature de la courbe géométrique AFD étant don- 
née i déterminer fen peint d'inflexion F. 

Ayant mené le point cherché F l’appliquée FF avec 
la tangente FL , parle point A( origine des >■) la paral- 
Îcle^/Caux appliquées. Si nommé les inconnues LA, i J 
AK,f, AE,x,EF,y: les triangles femblables LEF 
donneront encore y = & x } de forte 

que mettant ces valeurs À U place de y ou x dans l’équa- 
tion à la courbe , l’on en formera une nouvelle dans la- 
quelle^ ou x ne fe rencontrera plus, de même que dans 
lapropofition précédente. 

Si l’on mene à préfent une ligne droite TD qui coupe 
la droite AK en H, qui touche la courbe AFD en M, 8£ 
la coupe en Z), d’où I*on abaille les appliquées MP, DB: 
il eft évident i°. Que s exprimant ATi & t , AH > l’équa- 
tion que l'on vient de trouver , doit avoir deux racines 
* An. 195. égales , fçavoir* chacune à A Pou à PM félon qu’on a fait’ 
évanouir^ ou x, 8i une autre AP*o\x BD. i°. Que s ex- 
primant AL i Si t, AKi le point touchant M fe réunit 
avec le point d’inter feclion D dans le point cherché Ft 
* Art. 67. puifque* la tangence LF doit toucher & couper la courbe 
dans le point d’infiéxion F=, & qu’ainfi les valeurs A P, A B 
de x ou FM, BD dey deviennent égales entr’elles, fçavoir 
l'une Si l’autre à la cherchée y^£ 5 lT £.fvD*ofrrfA«c que 
cette équation doit avoir trois racines égales. C’eft pour- 
quoi on la multipliera par le produit de deux progref- 
fions arithmétiques arbitaires * ce que l’on réitérera , s’il 
eft nécefliire , en la multipliant de même par un autre 
produit de deux progreflions arithmétiques quelconques, 
afin que par la comparaifon des équations qui en réfui-, 
tent, l’on puiffe faire évanouir les inconnues 1 6 et. 
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Exemple. 

197. Soit ayy = xyy -4- aax l’cquation qui exprime 
la nature de la courbe AFD. Si l’on met à la place de * fa 
valeur '-*"^- , on formera l’équation// — styy — atyy, ôcc. 

sy> — styy aasy — aast =s o. 

— at 

T , O, — /, — 2. 

3 , ?>_ A 

jsy' * — aasy * = o._„ - - 

qui étant multipliée par z»o r — •***> produit des deux pro- 
greffions arithmétiques /, o , — /, — 2 , 6 c j, 2, /, *, don- 
ne^ = iaa i St mettant cette valeur dans l’équation à 
la courbe, l'on trouve l’inconnue AE (x) = \a. Ce qui 
revient à l’art. 68. 

Autre Solution. 

198. O n peut encore réfoudre ce Problème en* re- Fio. 149. 
marquant que du même point A ou A on ne peut me- l S 0, 
ner qu’une feule tangente LF ou KF ; parcequ’elle tou T 
cheen dehors la partie concave AF, 6 c en dedans le con- 
vexe FD -, au lieu que de tout autre point T" ou //,pris fiir 

AL ou AK entre A St L ou A 8c K, l’on peut mener deux 
tangentes T A 3 , TD ou HM, HD, l’une de la partie con- 
cave, & l’autre de la convexe -, de forte qu’on peut confi- 
dérer le point d’infléxion F comme la réunion des deux 
points touchaus. M St D. Si doncJÜM» iuppofe que AT { s ) 
ou AH[t) fait donnée, St qu’on cherche * la valeur de x*Art. 194. 
ou y par rapport à 1 ou q l’on aura une équation qui 
aura deux racines AP, AB ou PM, Z?£)qui deviennent 
égales chacune i la cherchée AE ou EF , lorfque s expri- ' 
me AL St r, AK- C'eft pourquoi l’on multipliera cette 
équation par une progreffion arithmétique arbitraire, ôcc. 
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Exemple. 

J 99 ‘ Soit comme ci- deflùs, ayy=xyy-t-gax} l’on aura 
encore sÿ — styy — atyy •+• uasy — aast = o, qui étant mul- 
tipliée par la progreflîon arithmétique/, o , — /, — donne 
y'* — aay — zaat—o, dans laquelle s ne fe rencontre plus, 
&qui a deux racines inégales , fçavoir PM, 2?Z),lorfquc 
t exprime AH, &c deux égales chacune à la cherchée EF 
lorlquc t exprime AK- C'eft pourquoi multipliant de 
nouveau cette dernière équation par la progreflîon arith- 
métique^,/,/,®, l’on aura^y — gg-p-, Si partant EF (yl 
— Ce qu’il falloit trouver. 

Proposition IV. 

Problème. 

Fis. 151. 100< Mbne r. d'un point donné C hors une ligne coûtée 
AMD une perpendiculaire CM à cette courbe. 

Ajane mené les perpendiculaires MP, CK fur le diamè- 
tre AB, & décrit du centre.C de l’intervalle CM un cer- 
cle; il eft clair qu’il touchera la courbe au point M. 

Nommant enfuite les inconnues^/ > ,arjy , A/,^jCA/,rj&: 
les connues AK, s i KC, t: l’on aura P K ou CE = s — x, 
ME=y+t\ & àcaufedu triangle rectangle MEC,y= — t 
•4 -Vrr — ss-*-2Sx — xx, xc=s — Vrr — tt — 2ty — yy : de 
forte que mettant ces valeurs à la place de y ou x dans 
l’équation à la courbe, l’on en formera une nouvelle dans 
laquelle^ ou x ne le rencontrera plus. 

Si ion décrira préfenr du même ccncrc etmautre cer- 
cle qui coupe la courbe en deux points N, D, d’où l’on 
abaiile les perpendiculaires DB ; il eft évident que r 
exprimant le rayon CVou CD dans l’équation précéden- 
te, x ou^ aura deux valeurs Ad, AB owNQ_, DB qui 
deviennent égales entr’elles , fq avoir à la cherchée AP ou , 

PM lorfque r exprime le rayon CM. D’où il fuit que cette 
équation doit avoir deux racines égales. C’eft pourquoi 
on la multipliera, &ç. 
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Exemple. 

loi. Soit ax ~ yy l'équation qui exprime la nature 
delà couibe AMD , dans laquelle mettant pour x fa valeur 
s — vVr — tt — zty — yy\ l’on aura ai — yy-a'Jrî—i t—2ty — -yy : 
de forte qu’en quarrant chaque membre , & ordonnant 
enfuite l’cquation , l’on trouvera y', &cc. qui doit avoir 
deux racines égales lorfquej' exprime la cherchée PM. 

y* * — xasyy ■+• xaaty -+- aass — o. 

•+- aa — aarr 

+• aatt 

+> h * , • 

yy* * — 4 as yy ■+• zaaty * =. o. 

•+- aaa 

C’eft pourquoi on la multipliera par la progrdfion arith- 
métique y, y, 2, x , o, ce qui donnera yy ' — yasy ■+• xaay 
-h 2aat = o, dont la réfolution fournira pourj- la valeur 
cherchée MP. 

Si le point donné C tomboit fur le diamètre AP i l’on Fig. iji, 
auroit alors t = o, & il faudroit effacer par conféquent 
tous les termes où t fè rencontre s ce qui donneroit 
yas — 2<*a ~ yyy = yax, en mettant pour^y fa valeur ^jr. 

D’où l’on tireroit x = / — \a i c’en: à dire que fi l’on 
prend CP égale à la moitié du paramétre , & qu’ayant 
tiré l’appliquée PA/’perpendiculaire Car AP, l’on mene la 
droite CA/, elle fera perpendiculaire fur la courbe AMD. 

Corollaire. 

£ 01 . S i l’on veut à préfent que le point A/foit donné, Fig. iji. 
&quc le point C foit celui qu’on cherche ; il faudra dans 
la derniere équation qui exprime la valeur de^C (r) par 
rapport â AP (x) ou PM (y ) , regarder ces dernières 
comme connues , & l’autre comme l’inconnue. 


Y iij 


% 
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De' FINITION II. 

Si d’un rayon quelconque de la dévelopée l’on décrie 
un cercle , il fera nommé cercle baifant. 

Le point où ce cercle touche ou baife la courbe, eft 
appelle point baifant. 

Proposition V. 

Problème. 

Fie. ijj. ioj. Xj a nature de la courbe AMD étant donnée avec un 
de fes points quelconque M ; trouver le centre C du cercle qui 
la baife en ce point M. 

Ayant mené les perpendiculaires MP, CK fur l’axe , 5c 
nommé les lignes par les mêmes lettres que dans le Pro- 
blème precedent -, l’on arrivera à la même équation dans 
laquelle il faut obferver que la lettre x ou^, que l’on y 
regarde comme l’inconnue, marque ici une grandeur 
donnée j 6c qu’au contraire r, t, que l’on y regarde comme 
connues , fonc en effet ici les inconnues auffi bien que r. 

Cela pofé, il eft clair i°. Que le point cherché C fera 
fitué fur la perpendiculaire MG à la courbe. i°. Que l’on, 
pourra toujours décrire un cercle qui touchera la courbe 
en M , 8c la coupera au moins en deux points ( dont je 
fuppofe que le plus proche eft D , d’où l’on abaiflera la 
perpendiculaire DB) -, puifquel’on peut toujours trouver 
un cercle qui coupe une ligne courbe quelconque, aucrc 
qu'un cercle, au moins en quatre points, 5c que le point 
touchant M n’équivaut qu’j deux rrrrcrfèeViont. Que 
plus fon centre G approche du point cherché C , plus 
aufli le point d’mcerledton D approche dm point tou- 
chant M: de forte que le point G tombant fur le point 
•Art. 76 . c, le point Z> fê réunit avec le point puilque * le 
cercle décrie du rayon CM, doit toucher & couper la 
courbe au même point M. D’où l’on voit que s expri- 
mant AF, 5c t, FG, l’équaiion doit avoir deux racines 
*Art. xoo. égales , Ravoir * chacune à AP ou PM félon qu’on a fait 


* 
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évanouir/ ou Sc.unc autre AB ou BD tjui devient 
auffi égaleà APouTM lorlque s & / expnmenc les cher- 
• chées AK, KC 5 ôc qu’ainfi cette équation doit avoir trois 
racines égales. 

Exemple- 


2 .°4 - Soit a x—yy l’équation qui exprime la nature de 
la courbe AMD, & l’on trouvera*/*, Ôte. qui étant mul- 'Art. ici. 
tipliée par <P, j, o, — j , 0, produit des deux progrcilîons 
arithmétiques y, 2, 1 , 0, Ôc 2,1, 0 , — /, — 2 donne 8 y'. 

= 2aaty. '•/>■ 


jf* * — 1 2ttsyy -b 2dHty -b art si 

f art .... 

^ aatt 


r xii :us<| 



8y* * * — r saaty * = 

D’où l’on tire la cherchée ac ou PB (*) = ~ . 

Si l’on veut avoir une équation qui exprime la nature 
de la courbe qui paflè par tous les pointsÇ, l’on multiplie- 
ra encore/ 4 , &c. par o,j,j.,y,o , produit des deux progref- 
fions j, 2, j, 0, & 0, 1, 2, j > & l^h trouvera 8 asy — +aay 
= 6aat: d’où , en fuppofant pour abréger s — i <* = *, 
l’on tirera / =.~ , & 4/’ = = *** > & partant 

i 6 h'= 2 yatt. D’où il fuit que la courbe qui paflè par tous 
les points C, .eft une fécondé parabole cubique, dont le 

paramétre — —, & dont le fommefëlt éloigné de celui 

de la parabole propofée de \a ; pareeque « = s — {a. 

Lorfque la pofition des parties de la courbe, voifinesdu 
point donné Ai , eft entièrement ièrnblable de part & 
d’autre de ce point , comme il arrive lorique la courbure 
y eft la plus grande ou la moindre j il s’enfuit que l’une 
des interférions du cercle touchant ne peut fe réunit 
avec le point touchant , que l’autre ne s’y réunifie en 
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•Art. 100 . 


•Art. ioi. 


* Art. 104 . 
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même temps : de forte que l'équation doit avoir alors 
quatre racines égales. En effet fi l’on multiplie^ 4 , &c. 
par 24,6, o, o , 0, produit des trois progreflions arithmc- • 
tiques 7, 2,1,0, & j, 2, 1, «,— /,& 2, 1, 0, — 1,-2 > l’on 
aura 2+yt — o: ce qui fait voir que le point Mdoit tom- 
ber fur le fommet^dela parabole, afin que la pofition 
des parties voifines de la courbe foit femblable de parc & 
d’autre. 

Autre Solution. 

loj. O n peut encore réfoudre ce Problème en lé 
fouvenant que l’on a démontré dans l’article 76 qu'on 
ne peut mener du point rherché C qu’une feule perpen- 
diculaire CM 2. la courbe AMD -, au lieu qu’il y a une 
infinité d’autres points G fur cette perpendiculaire MC, 
d’où l’on peut mener deux perpendiculaires MG , GD à 
la courbe. Si donc on fuppolë que le point G foit don- 
né, & que l’on cherche* la valeur de x ou y par rapport 
aux donnéesric/-; il -cette équation doic 

avoir deux racines inégales , fça voir AP, AB ou PM, BD 
qui deviennent égales cntr’elles lorfque le point G tombe 
lur le point cherché C. C’efi: pourquoi l'on multipliera 
cette équation par unejjjogrdfion arithmétique quelcon- 
que, &c. 

Exemple. 

106. Soit comme ci-ddTus^x=77'i&I’onaura*^y > &e. 

... 4 y' * — jfjtsy 2aat = o. 

-t- mta — 

2, I, 0 , — T. ! i 

Sy * * * — iaat =s o. 

qui étant multipliée par la progrelfion arithmétique a, 
i, donne comme * auparavant t = ^ . 


CotOL- 

\ 


Digitized by Google 



des Infiniment Petits. 1. Partie . 177 
Corollaire. 

407. I*. eft évident qu’on peut confidérer [le point Fic.ifl.if4. 
baifant comme * la réunion d’un point touchant avec un *An. ioj. 
pointd’interfééliondu même cercle ; ou bien comme * la *Art. zcj. 
réunion de deux points touchans de deux Cercles diffé- 
rens 3c concentriques : de même que le point d'inflexion 
peut être regardé *comme la réunion d'un point touchant *Art. 1 96. 
avec un point d’interféclion de la même droite, ou * com- *Art. 19S. 
me la réunion de deux points touchans de deux differen- 
tes droites qui partent d’un même point. 

P R O P O S I 1LLD » — VI. 

Problème. 

108. T rouver une équation qui exprime la nature de Fig. ijj. 
la caufiique AFGK, formée dam le quart de cercle CAMNB, 
parles rayons réfléchis MH, N L , &c. dont les incidcns PM, 

QN , Ô’ c - font parallèles d CB. 

Je remarque, i°. Que fi l’on prolonge les rayons réflé- 
chis M F, NG, qui touchent la cauftique en F, G, jufqu’à ce 
qu’ils rencontrent le rayon CB aux points H, Zji’on aura 
MH égale à CH , 3c NL égale à CL. Car l’angle CMH 
— CM P — MC H ; 6c de même l’angle CNL = CNQ^ 

= XCL. . 

i°. Que d’un point donné F fur la cauftique AF K, l’on 
ne peut mener qu’une feule droite MH qui foit égale à 
CH an lieu que d’un point donné D entre le quart de 
cercle AMB&c. la cauftique AF K, l’on peut mener deux li- 
gnes MH, FPL telles c\uc MH==CH& NL=.CL. Car on 
ne peut mener du point F qu’une feule tangente MHi 
au lieu que du point D, on en peut mener deux MH, NL - 
Ceci bien entendu. 

Soit propofé de mener d’un point donné D la droite 
MH, en forte quelle foit égale à la partie CH, qu’elle 
détermine fur le rayon CB. 

Ayantmené MP, DO parallèles à CB,&cMS parallèle à 
ÇA, foient nommées }es données CO ou RS, u>ÔD,zj AC 
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ou CB, a } & les inconnues CPou MS, x 5 P M ou CS, y, CH 
oüMH,r , Le triangle rédangleÀfSi-/donnera rr=rr — 2ry 
xx : d'où l’on tire CH (r) = ” . De plus les 

triangles fernblables MRD, MSH donneront MR (x—n). 
MS (x) ::RD (\—y). SH— “ Z? ' ■ & partant CS-+- SH 

ou CH — X _ H ■ — — = — - en mettant pour xx 

•*~yy fa valeur aa. D'où l’on forme (en multipliant en 
croix ) l'équation aax — aau=2zxy — 2uyy & mettant pour 
yy fa valeur aa — xx, il vient 2%xy=; aax aau — juxx : 

Î [narrant enfuite tLacjue membre pour oter les incommen- 
urables, & mettant encore pourj^ fa valeur au — xx , l’on 
aura enfin yiux * — *yaxux' — yaauuxx ■+■ 2a* ux -+■ a*uu—o. 
4 VC —ytazz. 

-+- a* 

Or il eft clair que u exprimant CO i OD > cette éga- 
lité doit avoir deux racines inégales . i Ravoir CP, c^j 
& qu’au contraire « exprimant CE J & EF -, de- 
vient égale à CP, de forte qu’elle a pour lors deux racines 
égales. C’eft pourquoi fi l’on multiplie les termes par 
ceux des deux progreffions arithmétiques jy, y, 2, 1, o, &c 
o, 1,2, y, 4, l’on formera deux égalités nouvelles par le 
moyen desquelles on trouvera, après avoir fait évanouir 
l’inconnue x, cette équation. 

64*1 — af.8aa^ or j2a*zy — a* — o, 

* /yzuu — $6 aauu — iya*uu 
HF/yarw* 

-4 -6yP 

qui exprime la relation de la coupée CE ( » ) à l’appliquée 
EF[z.). Ce qu’il falloit trouver. 

On peut déterminer le point touchant F en le fervant 
de la Méthode expliquée dans la huitième Séâion. Car 
fi l’on imagine un autre rayon incident pm infiniment 
proche de PM J il eft clair que le réfléchi mb coupera 
MH au point cherché JF, par lequel ayant tiré FE paral- 
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lele iPM, l’on nommera CE, % } EF, CP, x ; PM, y -, 

CM, a: & l’ôn trouvera comme ci-deffus 

xy 

= a*. Or il eft vifible que CM, CE, EF demeurent les mê- 
mes pendant que CP & PM varient. C’eft pourquoi l'on 
prendra ladifference de cette équation en traitante,#, 
comme confiantes, &Cx,y comme variables 5 ce qui don- 
nera 2uyxxdx aauydx — aaxxdy — *auxdy+2ux'' dy = o, 
dans laquelle mettant pour dx fa valeur — ^ ( que l’on 
trouve en prenant la différence de yy=aa — xx),Scc n- 

fune pour yy fa valeur aa — xx , il vient enfin CE (# ) 

*» 

5=s . ■ — 

a* 

Si Pou fup^fcque la courbe AMB ne foit plus un quart 
de cercle, mais une autre courbe quelconque qui ait pour 
rayon de fa dévelopée au point M la droite MC i il eft 
clair * que fa petite portion Mm peut être regardée com- * Art. 76. 
me un arc de cercle décrit du centre C. D’où il fuit que 
fi l’on mene par ce centre la perpendiculaire CP fur le 
rayon incident PM, & qu’ayant pris CE — — r rp — 

CM = a), l’on tire EF parallèle à PM } elle ira couper 
le rayon réfléchi MH au point F, où il touche la caufti- 
que A F K- 

Si l’on tire par tous les points M, m d’une ligne courbe 
quelconque AMB, des lignes droites MC,mC à un point 
fixe C de fon axe AC, & d’autres droites MH, mh termi- 
nées par la perpendiculaire CT? à l’axe, en forte que l’an- 
g\eCMH—MCH, & Cmh — mCb 5 & qu’il faille trouver 
fur chaque MH le point r où clic touche lacourb cAFK, 
formée par les interférions continuelles de ces droites 


MH, mh. On trouvera comme auparavant CH — - 

= S •’ d’où l’on tire ^ = ^ 

la différence ( en traitant »,a^romme confiantes, &cx , y 
comme variables) donne 2x'y x — mxxydx — x 'dy\ ttx'dy 
+xxyydy uxyydy — uy'dx = 0 ; & partant la cherchée 

Zij 
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w w = • 0r u Mmrc de 11 H - 

gne.^ ./WF étant donnée, l’on aura une valeur dedyendx, 
laquelle étant fubftituce dans l’expreffion de CE, cette ex* 
prdfion fera délivrée des différences 8c entièrement con- 
nue. 


Proposition VII. 

Problème. 

Fie. ijtf. 2.09 . Soit une ligne droite indéfinie AO qui ait un 
commencement fixe au feint A ; foit entendue une infinité de 
paraboles BFD, CDG qui ayent pour axe commun la droite 
AO, & four paramétres les droite) AD, AO interceptées entre 
le point fixe A, leurs fommets B, C. On demande la nature 

de la ligne AF G qui touche toutes ces paraboles. 

Je remarque d’abord que deux quelconques de ces pa- 
raboles BFD, CDG le couperont en un point D fitué en- 
tre la ligne AFG 8c VaxcAO -, que AC devenant égal à 
AB, le point d’interlèéf ion D tombe fur le point touchant 
F. Ceci bien entendu , 

Soit propofé de mener par le point donné D une pa- 
rabole qui ait la propriété marquée. Si l’on mene l’ap- 
pliquée DO, 8c qu’on nomme les données AO, u> OD, zi 
& l’inconnue AB, x i la propriété de la parabole donne- 
ra AB x BO ( ux — xx)=D0 1 (zz) î & ordonnant l’éga- 
lité, l’on aura xx — ux -+■ 33=0. Or il eft évident que 
» exprimant^O» 8c z, OD i cette égalité a deux racines 
inégales , fçavoir CA : 8c qu’au contraire u exprimant 
AE >8Cz L, £F 5 redevient égal ci. AB, c'cll à dire qu’elle 
a pour lors deux racines égales. C’eft pourquoi on la 
multipliera par la progreflion arithmétique /, 0 , — 1 : ce 
qui donne x = & lubftituant cette valeur à. la place 

de x , il vient l’équation u = az qui doic exprimer la 
nature de la ligne AFG. D’où l’on voit que AFG eft une 
ligne droite faifant avec AO l’angle FAO tel que AE eft 
çft double de EF. 


Digitized by Googl 



P Rin LÊG E DV ROY. 

L OUIS pat la grâce de Dieu, Roy de France & de Navarre : A nos amez 8c 
féaux Confeillers les Gens cenans nos Cours de Parlement , Maîtres des Re« 
quêtes ordinaires de notre Hôtel , grand Confeil, Prévôt de Paris, Baillifs , Se- 
nefchaux , leurs Lieutenans Civils 8c autres nos Jufticiers qu’il appartiendra , 
Salut, Notre bien amé François Montalant, Libraire à Paris, Nous 
V anc remontrer qu’il avoit acquis un Ouvrage intitulé •• Analyfe des /»- 
fintmtnt Petits , lequel il défireroit faire imprimer 8c donner au Public - t mais 
comme il ne le peut faire fans s’engager à une très grande dépenfe, il Nous 
auroit en conféquence fait très humblement fupplier de lui accorder nos Leu 
très de Privilège fur ce neceffaires j À ces caufcs voulant favorablement traiter 
ledit Expofant, 8c rcconnoître fon zele à Nous procurer un Ouvrage au(fi 
utile pour le Public j 8c voulant le dédommager des grands frais qu’il clf obligô 
de faire pour l'impreffïon dudit Ouvrage, Nous lui. avons permis de permet- 
tons par ces Prefentes défaire imprimer ledit Analyfe des Infiniment Petits en 
tels V olumes , forme , marge , caraftere , conjointement ou féparément , 8c au- 
tant de fbw ti 0n | u i femblera , 8c de le vendre, faire vendre 6c débiter pat 
tout notre Royaume pendant i« *•.<«. douze années conlccuttvc», a com- 
pter du jour de la date dcfdites Prefentes : Faifons défenfes à toutes pcrlonnes, de 
quelque qualité & condition qu’elles foient , d'en introduire d’impreflîon étran- 
gère dans aucun lieu de notre obcïflance j 8c à tous Imprimeurs , Libraires 8c 
autres, d'imprimer , faire imprimer, vendre, faire vendre, débiter , ni contre- 
faire ledit Analyfe des Infiniment Petits en tout ni en partie, d’en faire aucuns 
Extraits fous quelque prétexte que ce loit d'augmentation, cotre# ion , chan- 
gement de ntres ou autrement , fans le contentement par écrit dudit Expofant 
ou de ceux qui auront droit de lui, à peine de confifcarion des Exemplaires con- 
trefaits , de fix mille livres d'amende contre chacun A— dont urt 

tiers à Noue, an tiers i l'Hôtel Dieu de Paris, & l'autre tiers audit Expofant, 
. &dc tous dépens , dommages & interdis } à la charge que ces Prefentes feront 
enregiArécs tout au long Tùr le Regiftrc de la Communauté des Imprimeurs 
Libraires de Pans - t 8c ce dans trois mois delà datte d’icelles * que l’impreftîon 
dudit Livre fera faite dans notre Royaume & non ailleurs , en bon papier, &en 
beaux caraélcres , conformément aux Rcglemens de la Librairie ; 8c qu’avant 
que de î’expofer en vente il en fera mis deux Exemplaires dans notre Bibliothè- 
que publique, un dans celle de notre Château du Louvre, 8c un dans celle de 
notre très-cher & féal Chevalier Chancelier de France le Sieur Voyfin , Com- 
mandeur de nos Ordres, le tout à peine de nullité des Prefentes : Du contenu 
defquclles vous mandons 8c enjoignonsde faire jouir l’Expofant , ou fes ayanf 
caufe pleinement & paisiblement , fans fouffrir qu’il leur toit fait aucun trouble 
ou empêchement. Voulons que la copie dcfdites Préfentes qui fera imprimée 
au commencement ou à la nn dudit Livre foit tenue pour aûement lignifiée, 
8c qu’aux copies collationnées par l’an de nos amcz& féaux ConicilJers 8c Se- 
crétaires foi loit ajoutée comme à l’Original. Commandons au premier notre 
Huiflïcr ou Sergent de faire pour l'execution d’icclles tous A#cs requis êc neccf- 
faircs, fans demander autre permiffion, 8c nonobflant clameur de Haro, 
Charte Normande 8c autres Lettres à ce contraires : Car tel eft notre plaifir. 
Donné a Ver fai lies le douzième jour du mois de Décembre, l’an de grâce mil 
fept cens quatorze , & de notre Règne le foixante-douziéme. Par le Roy en fon 
Confcil , F O U QU E T. 

Regiftré fur le Regiftre ». f. de la Communauté des Libraires Çp Imprimeurs 
de Paris page 900 ». 11)4 conformément aux Rcglemens , çp notamment à l'Ar * 
re/l du 13 Aoujl 170 ). Tait à Paris le ^Janvier 171 ;, RO BU S T E L, Syndic, 
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